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QED es una asociacién que surge como ini-
ciativa de los estudiantes de Matematicas de
la Universidad Auténoma de Madrid. Esta
asociacion pretende acercar las Matemati-
cas al resto de estudiantes de la Facultad de
Ciencias a través de diversas actividades.

Como parte de estas actividades se elabora
la Revista QED, en la que se incluyen articu-
los divulgativos, fragmentos de historia de
las Matematicas, acertijos, problemas, y mu-
cho mas.
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(http://matematicas.uam.es/~qged/)

Instagram (@qed_uam)
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SIGNIFICADO DE
NUESTRO NOMBRE

Quod erat demonstrandum, abreviado como
QED, es una locucién latina que significa ‘lo
que se queria demostrar’. Tiene su origen en
la frase griega omep €8¢l Set€an (hoper édei
deixai), que usaban muchos matematicos
antiguos, incluidos Euclides y Arquimedes,
al final de las demostraciones para sefialar
que habian alcanzado el resultado requerido
para la prueba.

Hoy en dia, el uso de las siglas QED es cada

vez menos frecuente, y en la mayoria de las
situaciones se ve sustituido por simbolos,

como el cuadrado relleno ().
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En Espana nos movemos en

polares

Por Pablo Esquer Castill

n el afio 1701, Felipe V viaj6 desde Madrid hasta

Figueras (Gerona) para casarse con Maria Luisa
Gabriela de Saboya, su primera esposa. El trayecto
emprendido por el Rey Animoso discurrié por locali-
dades como Guadalajara, Zaragoza, Pina de Ebro, Léri-
da e Igualada. Es decir, realiz6 un recorrido calcado al
que sigue hoy la autopista A2 (pero sin peajes).

Que Felipe V siguiera lo que 300 afios mas tarde seria
la Nacional Il no se debe a una extraordinaria coin-
cidencia histdrica, sino a que nuestros caminos y ca-
rreteras se asientan y siempre se han asen-

tado en el esqueleto de las calzadas
romanas. Asi, la A2 no hace sino
seguir el recorrido abierto por
dos calzadas: una que iba de
Mérida a Zaragoza pasando
por Alcala de Henares, y
otra de Zaragoza a Bar-
celona.

2
\”f
Pero las calzadas ro- -
manas plantearon con ol
el tiempo un problema
que ni siquiera la sofis-
ticada ingenieria romana
pudo prever. Y es que lo
que antafio fueron varias
provincias con sendas capi-
tales, en los siglos posteriores
se convirtié en un Unico territo-
rio (Espafia) con una tunica capital
(Madrid), y para entonces la red de calza-
das romanas, que contemplaba en su momento varios
territorios administrativos, quedé como una marafia
de caminos que no dificultaba pero tampoco facilitaba
las comunicaciones del Imperio.
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La idea brillante la tuvo afios mas tarde D. Alfonso
Pefia Boeuf (1888-1966), y fue la siguiente. Cuando
uno tiene, como tenian y tienen Espafa y los paises
de su entorno, un sistema de organizacién centrado
en un unico punto (a saber, la capital), esto de entrada
sugiere la idea matematica de un sistema de referen-
cia, que al final es eso: expresar la ubicacidn de puntos
en el espacio con respecto a uno dado.
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organizacién que se traduce en un sistema de refe-
rencia, a la hora de organizar las comunicaciones por
tierra lo suyo es expresar la ubicaciéon de un punto
en términos de dos magnitudes: a qué distancia esta
del origen y en qué direccion, pues como puede apre-
ciarse en muchos mapas de capitales europeas, los
sistemas de carreteras son radiales. Y eso, amigo, tal
y como not6 Alfonso Pefia, en matematicas tiene un
nombre: coordenadas polares.

No en vano, Pefia, ademas de ministro de Obras Publi-
cas era ingeniero.

De modo que, dicho y hecho, el que se
vino a llamar Plan Perfia explic6 de-
talladamente el porqué de esta
idea y el como se ejecutd’. De
Madrid partirfan 6 carrete-
ras de categoria nacional,
es decir, las mas importan-
tes. Eran las carreteras a
Burgos, Barcelona, Valen-
cia, Cordoba, Mérida y La
Coruifia. El plano (esto es,
el pais) quedaba dividido
entonces en 6 sectores nu-
merados asimismo del 1 al
6. Esto marcaria en qué direc-
cién con respecto a Madrid sa-
lia una carretera. A continuacion,
se plantearon 5 circunferencias ima-
ginarias concéntricas en aquella ciudad,
de radios 100, 200,... y 500 kilémetros, y una
circunferencia adicional de radio 0, es decir, un punto
(situado en Madrid), y se les asign6 ntimeros del 0 al
6. Estos nimeros marcarian la distancia al origen (el
punto). Por tanto, para nombrar una carretera no ha-
bia mas que considerar en qué sector estaba y en qué
circunferencia. Una carretera imaginaria que tuviera
su origen en el sector 6 (entre la carretera de La Coru-
fia y la de Burgos), a 248 km de Madrid (circunferen-
cia nimero 2) seria denominada Nacional 62, o N-62.
As{ existe por ejemplo la N-627, carretera de Burgos
a Aguilar de Campoo. El tercer digito es un digito de
control asignado por la diputaciéon local, podemos
despreciarlo.
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si se da el nombre de una carretera, uno puede hacer-
se laidea de en qué zona esta. Por ejemplo, una N-331
estara en el sector 3 a 300 - 400 km de Madrid, es de-
cir, por la zona oeste de Andalucia. En efecto, es la ca-
rretera de Cérdoba a Malaga.

Y es que, como siempre, todo es mas sencillo en pola-
res. Por ejemplo: la ecuacién de Laplace Au =0 en
el disco se convierte, en coordenadas polares, en:

1 1
U/r'r+7UIr+?uee = O

Bueno... igual las cosas no siempre son mas sencillas en polares. ;O si?
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Pero mas aun: toda vez que se tiene este sistema de | ; ytilidad de este sistema es que, de manera inversa,

! Puede consultarse el documento original del Plan Pefia con una explicacién mas detallada en http://www.
carreteros.org/blog/pdfs/1940.pdf, archivo de donde estan sacadas estas imagenes.
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Matematicas en la naturaleza

La dimension fractal

Por Jaime Gomez Ramirez

1. Introduccion

A menudo al escuchar la palabra fractal es facil imagi-
nar dibujos de estructuras complicadas, simétricas y
habitualmente enrevesadas. Con un poco mas de inge-
nio uno recuerda objetos algo mas concretos, como los
cristales de hielo, el brécoli o las espirales que forman
ciertas flores y plantas. Desde la década de 1980, los
fractales han ido ganando popularidad tanto en el arte
como en la ciencia, y el ptblico ha sido bombardeado
con un término que no acaba de quedar claro. ;Qué es
un fractal? ;Dénde se encuentran los fractales?

2. Autosemejanza

En matematicas, el término fractal fue acufiado por
primera vez por Benoit Mandelbrot, uno de los padres
de la geometria fractal. Viene del latin fractus, que sig-
nifica ‘roto’, con la idea de describir objetos imposibles
de estudiar geométricamente mediante las ténicas
tradicionales. Algunos ejemplos clasicos incluyen el
conjunto de Cantor, la curva de Von Koch y el tridngulo
de Sierpinski, y entre todos ellos hay una propiedad
en comun: la autosemejanza.

Estos conjuntos que hemos mencionado son muy re-
levantes en varias areas en matematicas, ya que sir-
ven de ejemplo para ilustrar una enorme variedad de
fendmenos. El conjunto de Cantor, por ejemplo, es gi-
gantesco: tiene tantos elementos como ndmeros rea-
les. Sin embargo, geométricamente es muy pequefio,
ya que en comparacion con la recta real, este apenas
ocupa lugar (su medida de Lebesgue es 0).

Para construirlo, tomamos el intervalo [0,1] y lo di-
vidimos en tres partes iguales, eliminando la porcién

central sin incluir sus extremos. Asi nos quedamos con
los intervalos [0, 1/3] y [2/3, 1]. Con cada uno de esos
intervalos hacemos lo mismo: los dividimos en tres y
eliminamos el central. Iterando este proceso con los
intervalos restantes de cada paso al final obtenemos
el conjunto de Cantor.

El tridangulo de Sierpinski se construye de manera si-
milar, pero en el plano. Tomamos un tridngulo equila-
tero de lado 1. Lo dividimos en cuatro tridngulos equi-
lateros y eliminamos el central. Nos quedamos asi con
tres triangulos equilateros de lado 1/2. Realizando
este mismo proceso en cada uno de ellos e iterandolo
con los resultantes en cada paso acabamos llegando al
triangulo de Sierpinski. Ademas, tanto el conjunto de
Cantor como el tridngulo de Sierpinski son conjuntos
autosemejantes.
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n . , . s
En R, una semejanza de razén r es una aplicacién
n n
S: R” — R" que cumple

1S@) =S l=rllz—yll,

en particular, .S es un movimiento rigido compuesto
con una homotecia de razén r. Ademas, dadas Si, ...
,Sn semejanzas de razén r > 0, decimos que el con-
junto F' es autosemejante si

F=S(F)U..US,(F).

De hecho, si » <1, F es el tinico conjunto copacto
autosemejante determinado por S, ..., Sn .

Visualmente, podemos entender los conjuntos auto-
semejantes como aquellos que contienen copias de si
mismos: el conjunto de Cantor estd formado por dos
copias mas pequerias de si mismo, una en el intervalo
[0, 1/3] y otra en [2/3, 1], el triangulo de Sierpinski
por tres, y la curva de Von Koch por cuatro. Todos es-
tos conjuntos autosemejantes son, en particular, frac-
tales. Sin embargo, no todos los fractales son estricta-
mente conjuntos autosemejantes.

3. Historia y motivacion

La definicién de fractal que dio Mandelbrot!, hoy en
dia resulta poco satisfactoria, ya que excluye conjun-
tos que son considerados fractales. Sin embargo, su
visién al respecto era muy innovadora. Antiguamente
los matematicos habian ocupado su tiempo en el estu-

dio de funciones y conjuntos mediante las herramien-
tas clasicas del analisis. Los conjuntos que no eran su-
ficientemente regulares (digamos, cuyo borde no era
demasiado suave en alguna escala) habian sido des-
cartados como patolégicos. Muchos eran clasificados
como curiosidades puntuales y su estudio no se habia
tomado en serio por la falta de métodos adecuados.
Laidea de Mandelbrot sugeria no descartar estos con-
juntos y desarrollar las herramientas adecuadas para
estudiarlos en detalle. Para hacernos una idea mas
clara, veamos el ejemplo practico en el que Mandel-
brot ocupé parte de su tiempo. Si quisiésemos calcu-
lar el perimetro de Gran Bretafia, podriamos pensar
en ir aproximando la forma de su costa con poligonos
de manera cada vez mas precisa. Para tener en cuenta
hasta el mas minimo detalle, nuestro poligono final no
podria ser una curva regular: la costa es suave en muy
pocas zonas, y es especialmente irregular en la par-
te norte. La forma que obtendriamos tendria picos en
casi todas partes y a escalas extremadamente peque-
fias (es decir, seguiria habiendo picos tras observar el
poligono con un potente zoom). ;Qué necesitariamos
entonces para estudiar el poligono que hemos conse-
guido?

4. Dimension

Mandelbrot observé que de los conjuntos autoseme-
jantes es posible extraer una nocidn robusta de regu-
laridad, mas amplia que la que habia hasta entonces.
Sin embargo, estos conjuntos patoldgicos van mucho
mas alla de los conjuntos autosemejantes, y para es-
tudiarlos todos es necesario tratar con otro concepto
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distinto a la regularidad y a la autosemejanza. Tene-
mos que hablar de la dimensién de un conjunto.

Para curvas, superficies y en general variedades sua-
ves, el concepto de dimension es sencillo o al menos
intuitivo. Una linea tiene dimensién 1, una superficie,
2 y un objeto so6lido, como por ejemplo un cubo, 3.
Sin embargo, ;cudl es, por ejemplo, la dimensién del
triangulo de Sierpinski? ;Tiene sentido plantearse la
pregunta anterior? Podemos hacernos una idea heu-
ristica de cdmo asignar una dimensién a conjuntos
autosemejantes. Sigamos el ejemplo de un segmento,
un cuadrado y un cubo, todos de lado 1. Los tres son
conjuntos autosemejantes: el segmento esta formado
por dos copias de si mismo de la mitad de longitud.
El cuadrado esta formado por cuatro copias de si mis-
mo, todas ellas tienen como lado la mitad del lado del
cuadrado original. De manera analoga, el cubo esta
formado por ocho cubos cuyos lados son la mitad de
largos que los del cubo original. Si establecemos que
el nimero de copias que forman el objetoes m y r es
la razon de la dilatacion a la que sometemos el objeto
para obtener sus copias (aqui r = 1/2), entonces en los
tres casos, la dimensién del objeto viene dada por d
en la expresion

d
mr = 1.

Si ingeniosamente utilizamos este argumento heuris-
tico con el triangulo de Sierpinski, que se compone de
3 copias dilatadas por un factor de 1/2, obtenemos
d =log3/log2 ~1.585..,, y el conjunto de Cantor nos
daria una “dimensién” de d=log2/log3 ~0.631... In-
tuitivamente, tiene sentido decir que el triangulo de
Sierpinski tiene dimensién menor o igual que 2, pues
al fin y al cabo es un conjunto del plano. Por otro lado,
ocupa mas espacio que una curva pese a aparentar es-
tar vacio, luego tiene sentido decir que su dimension
es mayor que 1. Lo mismo ocurre con el conjunto de
Cantor, pues tiene medida nula en la recta real pero
es un conjunto enormemente grande, tanto como la
propia recta real. Lo cierto es que podemos definir un
contexto en el cual esto tiene sentido, y para ello ne-

cesitamos introducir las medidas de Hausdorff, °.

Dado un conjunto E C R" y cierto s > 0,podemos
definir su medida exterior de Hausdorff s-dimensio-
nal como

H(E) = lim Hz’ (E),
donde

H; (E) = inf{ > (diam U5)*: E ¢ | JU;, diam U; < &

JEN jEN

Conviene sefialar, entre otras cosas, que esta cantidad
siempre existe (ypuedeserinfinita),queloscubrimien-
tos {U]} pueden tomarse por abiertos o por cerrados
indistintamente, y que FH® es una medida sobre los
conjuntos analiticos, y en particular sobrelos de Borel®.

Podemos interpretar la medida de Hausdorff como
una medida dimensional. Es decir, si nosotros toma-
mos un conjunto E y una dimensién s H° (E) nos de-
vuelve la medida de F en dimension s. Por ejemplo,
si E es un cuadrado, deberiamos pedir que s sea 2.
En caso contrario, el resultado que obtendremos no
coincidiria con lo que nos dice la intuicion. Una de
las caracteristicas mas importantes de la medida de
Hausdorff es que nos permite definir rigurosamente
el concepto de dimension de un conjunto. Con él se
pueden justificar de una manera mas razonable los ra-
zonamientos heuristicos que hemos dado antes. Dado
un conjunto £ C R", podemos encontrar un dnico
numero real s > 0 para el cual

W(E)Z{oo sit<s

0 sit>s.

Esto motiva la definicién de la dimensién de £ como
tal ndmero s. Al medir F en dimensiones menores,
resulta ser demasiado grande, y si lo medimos en di-
mensiones mayores, resulta ser demasiado pequefio
(de manera similar a como un segmento en el plano
tiene medida 0). Finalmente, definimos la dimension
de Hausdorff de £ como

dim E = inf{t: #' (E) = 0}.

Con esta definicion se puede comprobar que las di-
mensiones que hemos calculado antes heuristicamen-
te son, en efecto, las dimensiones de Hausdorff de los
conjuntos indicados.

5. Definicion de fractal

Llegados a este punto, podemos simplemente decir
que el término fractal engloba a todos aquellos con-
juntos cuya dimensién de Hausdorff es un nimero no
entero. De ellos diremos que tienen dimensién fractal.
Lo cierto es que esta definicién no es la mas utilizada a
lo largo de todos los textos por excluir casos notables.
En muchos se menciona la dimensién topolégica del
conjunto, y en otros muchos se requiere autoseme-
janza de algin tipo con el objetivo de incluir conjun-
tos que, teniendo dimensién entera, son irregulares a
cualquier escala y también son fractales.

En su libro Fractal Geometry, Mathematical Founda-
tions and Applications®, Kenneth ]. Falconer propone
interpretar la definicidn de fractal de manera similar
a como un bidlogo interpreta la definicién de vida. No
existe una definiciéon inmediata y concreta, pero si un
conjunto de propiedades que la mayoria de los seres
vivos cumplen, como la capacidad de reproducirse,
desplazarse y existir hasta cierto punto independien-
temente del contexto en el que se encuentren. Natu-
ralmente, existen excepciones a esta lista de propieda-
des. Para los fractales, es interesante contemplar los
conjuntos que cumplen algunas de las propiedades
siguientes, en lugar de dar una definicion precisa que
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probablemente excluya casos muy interesantes. Por
tanto, cuando hablamos de un fractal F', tenemos en
cuenta las siguientes caracteristicas.

1. F tiene detalle en escalas arbitrariamente pe-
queias.

2. F es demasiado poco regular como para estu-
diarlo con técnicas de andlisis tradicionales.

3. A menudo F tiene alguna forma de autosemejan-
za, quiza aproximada o estadistica.

4. A menudo la dimensién fractal de F es mayor
que su dimension topoldégica.

5. Enmuchos casos, la definiciéon de F es simple,
quiza recursiva.

6. Ejemplos

En la naturaleza podemos pensar en ejemplos como
las costas de Gran Bretafia, Irlanda o Noruega, cuyas
formas no son para nada suaves y ocupan mucho mas
espacio del que parece. Las convoluciones del cerebro,
una bola de papel arrugada o la superficie del mar
cuando esta agitado son ejemplos de fractales natura-
les, que si bien no llegan a ser fractales matematicos,
su comportamiento puede ser descrito con mas pre-
cision mediante estos modelos, y cuyas dimensiones
normalmente no son numeros enteros. En palabras
del propio Mandelbrot:

“Las nubes no son esferas, las montafias no son conos,
las costas no son circulos, y las cortezas de los arboles
no son lisas, ni los reldmpagos viajan en una linea
recta.”*
Algunos de los ejemplos mas curiosos de fractales
en matematicas surgen en el plano complejo a raiz del
analisis de ciertas funciones holomorfas. Estudian-
do la convergencia de algunos sistemas de
funciones iteradas es sencillo encontrar frac-
tales. Los mas comunes son los conjuntos de
Julia, llamados asi en honor al matematico
francés Gaston Julia, que fue quien trabajo
con ellos por primera vez.

Para definirlos, tomamos un polinomio, f: C — C,

de grado n = 2,y denotamos por f " la composicion
de f consigo mismo k veces. La frontera del conjun-
to

K(f)={z€ C:3R>0,|f(z) |<R Vke N},

amenudo llamado conjunto de Julia relleno, es el con-
junto de Julia asociadoa f, J(f) = 9K (f) . Ambos con-
juntos J(f) y K(f) son compactos, no vacios, no nu-
merables y de hecho J(f) tiene interior vacio, lo cual
lo convierte en un conjunto diseminado (o de primera
categoria), es decir, un conjunto muy pequefio desde
un punto de vista topolégico®.

Es decir, dado un polinomio, f, su conjunto de Julia
J(f) es el borde de K(f), que consiste en todos los
puntos del plano complejo que no se disparan hacia
fuera al aplicar f una vez tras otra. Estos conjuntos
por lo general son fractales, y su dimensién depende
del polinomio que tomemos.

En el caso especial en el que el polinomio fes de la
forma

fc(z)222+c

surge otro conjunto muy conocido que también es un
fractal. Se trata del conjunto de Mandelbrot, que se
define como

M= {c e C: J(f.) es conexo}7

aunque también admite la siguiente definicion, por lo
general mucho mas conocida y ficil de comprender,

M={ceC:3R>0,|f(0) |<R Vk € N}.
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Esta formulacion permite generar imagenes digitales
del conjunto de Mandelbrot de manera relativamente
sencilla estudiando el mddulo de cada z € C para el
que queremos comprobar siz € M. Dichas imagenes
sugieren que M tiene una forma muy complicada de
entender. Ademas del cardioide central y sus réplicas
mas pequeias, se extienden filamentos que a su vez
contienen copias mas pequefias del conjunto total. El
conjunto de Mandelbrot es conexo y tanto él como su
frontera tienen dimension 2, la misma que el propio
plano complejo, lo que refleja su complejidad intrin-
seca®. Ademas, en funcién de en qué zona se encuen-
tre ¢, su conjunto de Julia asociado, J(f.), tiene una
forma u otra. Las formas mas complejas se dan para
valores de ¢ que se encuentran en la fronterade M , e
incluyen conjuntos formados por infinitas curvas que
encierran regiones abiertas del plano o conjuntos que
consisten en arillos encadenados unos con otros’.

Conjunto de Julia relleno
para ¢ = -0,15 + 0,661
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<« Conjunto de Julia relleno
para ¢ = —0,75+ 0,111
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<

Conjunto de Julia relleno para ¢
=-0,8 + 0,161

<« Conjunto de Mandelbrot

<

Conjunto de Julia relleno para c
=-0,7-0,38i
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Una breve aproximacion al c6digo nazi

Enigma

Por Pablo Mancherio Roa
Ilustraciones de Carla Moreno Basteiro
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Criptografia,

una de las grandes protagonistas de
la Segunda Guerra Mundial

Dedicado a mi abuelo Pepe.

En ocasiones queremos que determinada informa-
ciéon se almacene de forma segura, o nos interesa
que llegue a un destinatario sin que en el camino caiga
en manos no deseadas. Esta necesidad de proteger la
informacion ya existia en las civilizaciones clasicas y,
desde entonces, se han desarrollado métodos cada vez
mas sofisticados para lograr ese objetivo. La ciencia (o
rama conjunta de la matematica e informatica) que se
encarga de disefar y estudiar dichos métodos se co-
noce como criptografia. En este articulo no vamos a
hablar de la criptografia actual ni de las prometedoras
tendencias futuras (e.g. criptografia cuantica), sino de
la maquina de cifrado por antonomasia: Enigma. Una
vez hayamos explicado los componentes y el funcio-
namiento de la misma, podremos hacer un sencillo
ejercicio de matematica discreta que espero resulte
didactico y entretenido.

Recién finalizada la Gran Guerra, el ingeniero aleman
Arthur Scherbius desarrollé una maquina para la en-
criptacion de datos inicialmente bancarios y empresa-
riales, pero que en 1925 fue adoptada por el ejército
aleman para la comunicacion de informacion militar?.
La maquina, cuyo nombre podria haber sido tomado
del titulo de la obra Enigma Variations del compositor
britanico Edwar Elgar, se emple6 antes y durante el
desarrollo de la Segunda Guerra Mundial, por lo que
romper el sistema de cifrado se convirtié en una de las
mas altas prioridades de las potencias aliadas enfren-
tadas a la Alemania nazi'. Aunque se emplearon dis-
tintos modelos con algunas diferencias notables, aqui
vamos a hablar del funcionamiento genérico comun a
todas las versiones.

1. Partes de la maquina enigma

Con una apariencia similar a la de una maquina de
escribir, Enigma estaba compuesta por cuatro partes
principales:

1. Teclado. En él se escribian el texto en claro (men-
saje a encriptar) y el criptograma (mensaje en-
criptado) para convertir uno en el otro y vicever-
sa.

2. Panel de lamparas. Es aqui donde se indica la
letra por la que se codifica la introducida en el
teclado.

3. Mecanismo de cifrado. Es el corazéon de la ma-
quina, ya que es en él donde se produce el proce-
so de cifrado, y estd compuesto por tres rotores y
un reflector. Tanto un rotor como un reflector son
un disco con 26 posiciones (cada una de las letras
del alfabeto) con conexiones internas entre ellas,
pero tienen nombres distintos ya que existen di-
ferencias en su estructura y principalmente en
su funcionamiento (que veremos con mas detalle
mas adelante). Para aumentar la seguridad, exis-
tian varios reflectores y rotores diferentes (distin-

tas conexiones internas).

4. Clavijero. En él aparecen las letras del alfabeto,
que se pueden conectar entre si mediante cables
para intercambiarlas antes de que el mecanismo
de cifrado las codifique.

La mdquina Enigma, usada en la Segunda Guerra Mundial por la Armada Alemana para
codificar y descodificar mensajes.
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2. ;Como funciona?

La manera en la que Enigma encripta un mensaje es
sustituyendo cada letra que aparece en él por otra
(no necesariamente distinta a la original), de mane-
ra que el resultado es un mensaje ininteligible. Vea-
mos por encima entonces qué recorrido sigue una
letra, por ejemplo la M, para convertirse en otra. En
primer lugar, al pulsar la tecla M del teclado se man-
da una corriente eléctrica que va al clavijero. Alli, si
la letra M estd conectada mediante un cable a cual-
quier otra, entonces Enigma lo que hara sera codifi-
car esa otra letra, y si no, codifica la M directamente.
Supongamos que la M esta conectada a la letra C en
el clavijero. Como la C ocupa la tercera posicion del
alfabeto, entonces la corriente sigue su camino hasta
la tercera posicion del primero de los tres rotores, que
supongamos es una J. Internamente en este rotor, la ]
supongamos esta conectada con la letra L, y como la
letra L ocupa la posicion 12 del alfabeto, entonces la
corriente va a la posicién 12 del segundo rotor, don-
de habra otra letra. Este mismo proceso tiene lugar

V¥V Alan Turing (1912-1954)

en los dos siguientes rotores hasta llegar al reflector,
donde este, como su propio nombre indica, refleja la-
corriente de vuelta a los rotores, no sin antes haber
cambiado la letra que le llegue por otra (que depen-
dera del reflector que estemos usando). Asi, la co-
rriente sigue su camino de vuelta por los rotores (esta
vez se recorren en sentido contrario) donde siguen
cambiandose letras unas por otras en funcién de su
posicién en el alfabeto, de la posicion del rotor y de
las conexiones internas de los rotores. Finalmente,
al salir la corriente por el primer rotor, esta se man-
da al clavijero para hacer un ultimo cambio de le-
tras si existiese tal conexion mediante un cable, y de
ahi al panel de ldmparas donde se iluminara la letra
final que codifica a la M, pongamos que es una R.2

Mas formalmente, podemos decir lo siguiente. Sea [
el alfabeto de 26 letras. Definimos la funcién Enigma
£, que aplica A en si mismo, y la escribimos como
producto de permutaciones. Seana,x € U las letras
original y encriptada, respectivamente; y sean
C,D,M,I y R las transformaciones del clavijero,
del rotor derecho, central e izquierdo, y del reflector,
respectivamente. Entonces,

E: A — A

a — z=E(a)=C'D'M'T"'RIMDC (a)

Para codificar entonces un mensaje ente-
ro, sélo habria que teclearlo letra a letra
y Enigma nos devolvera por cada letra
introducida la letra por la que se codifi-
ca. Sin embargo, podria preguntarse el
lector, qué seguridad hay en el sistema si
cada vez que pulsemos la letra M, Enig-
ma la codificard por una R, de manera
que con un poco de esfuerzo (tal vez con
andlisis de frecuencias), pueda revelarse
la correspondencia de letras. Pues bien,
aqui reside el interés de esta maquina, y
es que una misma letra se codifica cada
vez por otra distinta. Es decir, si pulsamos
la letra M tres veces seguidas, primero se
iluminara la R, luego la O, y luego la V, por
ejemplo. Esto se consigue de la siguien-
te manera: cada vez que se codifica una
letra, el primer rotor gira una posicion,
de manera que como hemos visto en el
ejemplo, si la letra que ocupaba la tercera
posicién era una ], ahora serd una K. Es
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mas, cuando se hayan codificado 26 letras, y por tanto
el primer rotor haya girado 26 veces (una vuelta com-
pleta), el segundo rotor girard una vez; y cuando este
haya girado 26 veces, el tercer rotor girara también. Es
una idea similar a la de las manecillas de los segundos,
minutos y horas en un reloj.

Por lo tanto, el hecho de que al teclear un mensaje ob-
tengamos un criptograma u otro dependera de la con-
figuracion inicial de la maquina: conexiones en el cla-
vijero, qué rotores se usan, en qué orden, cual es su
posicion inicial, y qué reflector se usa. Esta configura-
cién era conocida como la clave de la maquina. Para
mas seguridad, la clave cambiaba cada dia, y para sa-
ber qué clave utilizar, desde Berlin se enviaban unos
cuadernillos mensualmente a los frentes de combate
donde se especificaba esta informacion. Para poder
desencriptar un mensaje lo que habia que hacer era
simplemente configurar la maquina Enigma de la mis-
ma manera en la que se habia codificado el mensaje y
teclear el criptograma. Esto es asi ya que al haber defi-
nido E como se indica arriba, entonces se tiene quela

inversa &' coincide con [E, es decir, E™ = [E:
E* A — A
z — E'(z)

E™*(z) = (C'D"'M 'T"'RIMDC) " (x) =

CilDflellflRfl (Ifl) -1 (Mfl) -1 (Dfl) -1 (Cfl) -1 (x) —

C'D'M'I''RIMDC (z) = E (z)

(donde hemos usado que R ' = R por el funciona-
miento de un reflector). En consecuencia, la composi-
cién de E consigo misma aplicada a una letra @ sera
laidentidad,yaque idy = E' - E=E-E = E*:

C'D'M'I''RIMDC(C"'D'M 'I"'RIMDC (a)) =

a.

3. Numero de claves.

Conociendo los factores que intervienen en la encrip-
tacion del mensaje, nos planteamos el siguiente pro-
blema: ;cudl es el nimero de claves posibles? Ten-
dremos que aplicar los principios mas basicos de la
combinatoria, y para ello conviene recordar lo si-

n\_ n! i .

k)~ mcuenta el nimero de subconjuntos
tn T !

de K elementos que podemos extraer de un conjunto

?ui nte. Por un lado, el numero combinatorio

de n elementos; o lo que es lo mismo, el nimero de
maneras distintas de seleccionar k elementos de un
conjunto de n elementos. Por otro lado, la regla del
producto describe un procedimiento que nos permite
contar el nimero de elementos que conforman un
conjunto, construyéndolos paso a paso para poste-
riormente hacer una multiplicacién. En este caso, la
regla la aplicamos obteniendo el nimero de claves po-
sibles que introduce cada variable de las enumeradas
mas arriba para por ultimo multiplicarlos todos. En
primer lugar, pongamos que el niimero de reflectores
que tenemos disponibles es 3, y de entre ellos tene-
mos que elegir tan s6lo 1, es decir, hay (i{’ ) formas dis-
tintas de elegir el reflector. Por su parte, pongamos
que disponemos de 5 rotores, pero tenemos que selec-
cionar tan so6lo tres de ellos, y ademds importa en qué
orden lo hagamos. El nimero de formas distintas de
seleccionar tres elementos de un conjunto de 5 es pre-
cisamente (g> ,y por cada uno de ellos, el nimero de
formas distintas de colocar tres elementos en tres
huecos, de manera que cada elemento vaya a un hueco
distinto (biyecciones de un conjunto en si mismo, o
mas comunmente, permutaciones) es precisamente
31. Una vez fijados el reflector, los rotores y su orden,
tenemos que elegir sus posiciones iniciales. Por cada
una de las 26 posibilidades para el primer rotor hay
otras 26 para el segundo, y para cada una de estas hay
otras 26 para el tercero, por lo que tenemos, por la re-
gla del producto, 26° posiciones iniciales.

Por dltimo, el cilculo mas interesante es el de las for-
mas de configurar el clavijero. Pongamos que tenemos
seis cables indistinguibles (cada uno intercambia dos
letras entre si), y que tenemos que utilizar los seis
siempre. Para hacer la cuenta tendremos que intro-
ducir un elemento que nos facilita el calculo pero que
es erroneo y al final tendremos que corregir: vamos a
numerar los cables. Es decir, realmente los cables son
indistinguibles, pero ahora vamos a considerar que
hay uno que es el nimero uno, otro el dos y asi hasta
el seis. Este orden espurio lo podemos corregir al final
del calculo dividiendo el resultado que obtengamos
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entre el nimero de formas de ordenar estos cables, es
decir, entre 6!, devolviendo al anonimato a cada uno
de ellos.

Esto es porque, por ejemplo, el resultado:

cable 1: (a,b), cable 2:(c,d), cable 3: (ef),
cable 4: (g,h), cable 5: (ij), cable 6: (k).

es el mismo que, por ejemplo, el resultado:

cable 1: (c,d), cable2: (a,b), cable 3: (k1)
cable 4: (g,h), cable 5: (ij), cable 6:(e,f).

Comencemos: de entre las 26 letras posibles, tenemos
que elegir dos para que las una el cable nimero uno, y
este nimero es precisamente (226) . Por cada uno de
estos dos pares de letras unidos por el cable nimero 1,
tedremos que elegir entre las 24 letras restantes otras

p 24
2 para que las una el cable nimero dos, que son ( ) )
26
2

Este argumento lo reiteramos para los seis cables que

. Es decir, llevamos contadas 224 posibilidades.

tenemos, y obtenemos el siguiente ntimero:

ﬁ<26;27'>=

=0
26! (26—2-1)! (26—2-5)!
2-(26—2-1)! 2-(26—2-2)! " (26—2-6)!
26!
96.(26—2-6)!

Multiplicamos este ntimero por el 1/6! que prometi-
mos al comienzo, y obtenemos 100.391.791.500 posi-
bles combinaciones en el clavijero.

Habiendo obtenido todas estas cantidades, para ob-
tener el nimero de claves posibles ahora sélo falta,
como indica la regla del producto, multiplicarlas:

(7)(3) 312651 26-(2626—!26)!

que para que lo entendamos, es la vertiginosa cifra
de 317.607.502.932.720.000 claves posibles, es decir,
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mas de 300 millones de millones de millones, lo que
otorgaba bastante confianza al mando aleman sobre
la confidencialidad de sus mensajes. Sin embargo, el
cédigo Enigma fue roto hasta en dos ocasiones. En pri-
mer lugar, antes del estallido de la guerra, los polacos,
conscientes de la situacién, establecieron un equipo
de criptoanalistas, el Byuro Szyfrow, en el que destaca
la figura del matematico Marian Rejewski. Consiguie-
ron descubrir su funcionamiento y desarrollaron una
maquina, a la que bautizaron como Bomba, capaz de
desencriptar las comunicaciones alemanas. Al intro-
ducir los alemanes mejoras en Enigma y tras la inva-
sion de Polonia, los britdnicos tomaron el relevo®. Reu-
nieron a sus mejores matematicos en Bletchley Park, y
liderados por Alan Turing y basdndose en sus trabajos
relacionados con la llamada mdquina de Turing, con-
siguieron desarrollar una maquina, llamada también
Bomba (aunque totalmente distinta a la polaca), que
consigui6 definitivamente romper el céddigo Enigma.
Alan Turing es considerado hoy en dia uno de los pa-
dres de las ciencias de la computacién y el principal

precursor de la Informatica?.

Recomendaciones

Para concluir, quisiera hacer unas recomendaciones
a aquellos lectores mas interesados en el tema. Por
una lado, la pelicula de 2014 Descifrando Enigma (The
Imitation Game) muestra los trabajos realizados por
el servicio de inteligencia britanico en Bletchley Park,
centrandose en el papel de Alan Turing, interpretado
por Benedict Cumberbatch. Por otro lado, existe una
gran cantidad de simuladores online de Enigma, como
los que se encuentran en las direcciones https://www.
cryptool.org/en/cto/enigma-step-by-step_y https://
summersidemakerspace.ca/projects/enigma-machi-
ne/, con los que el lector puede probar a encriptar sus
propios mensajes.

Este texto inteligible es un ejemplo de criptograma >

que se puede obtener con Enigma. Animo al lector
a tratar de descifrarlo, haciendo uso del segundo
software (Summerside Makerspace) que aparece en
la seccion Recomendaciones, con la siguiente confi-
guracion de la maquina: [Enigma Machine Version:
Enigma N4 (Navy); Plugboard Uhr: No; Reflector: D;
Slow Rotor: I, Ring A, First letter: A; Middle Rotor:
111, Ring B, First letter: A; Fast Rotor: V, Ring C, First
letter: A; Plugboard: (A)]), (EF), (M,R), (BX)].
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ndiculas

Por Alejandro Fernandez

Portada de Lucia Peceiio

ves Meyer (francés), Ingrid

Daubechies (belga y estadoun-

idense), Terence Tao (austra-
liano y estadounidense) y Emmanuel Candes
(francés) han realizado contribuciones
pioneras y trascendentales a las teorias
y técnicas modernas del procesamiento
matematico de datos y sefiales. Estas son
base y soporte de la era digital, al permitir
comprimir archivos sin apenas pérdida de
resolucidon; de la imagen y del diagndstico
médico, al permitir reconstruir imagenes

precisas a partir de un reducido nimero de

datos; y soporte de la ingenieria y la investi-
gacion cientifica, al eliminar interferencias

y ruido de fondo.

Asi reza el comunicado de la Fundacién
Princesa de Asturias por el cudal se con-
cedi6 el Premio Princesa de Asturias de
Investigacion Cientifica y Técnica 2020 a
los matematicos Yves Meyer (doctor honoris
causa por la UAM), Ingrid Daubechies,
Terence Tao y Emmanuel Candes. Todo un

hito para esta disciplina.
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Fotografia los premiados tomada de la Fundacién Princesa de Asturias.
De izquierda a derecha, Meyer, Daubechies, Tao y Candés.

Pero, ;qué hicieron exactamente? Bien, la respuesta
tiene que ver con algo conocido como teoria de on-
diculas, de gran importancia porque consigue dividir
imagenes y sonidos en objetos matematicos mas pe-
quefios y manejables, pero manteniendo los detalles
con precision, eliminando ruidos e interferencias,
comprimiendo sin apenas pérdida de calidad.

Los pioneros fueron Meyer y Daubechies (al primero,
las ondiculas le hicieron merecedor del Premio Abel
en 2017) y, mas adelante, Tao y Candés completarian
su trabajo con estudios relacionados con la teoria del
compressed sensing, permitiendo la reconstruccion
eficiente de datos dispersos basados en muy pocas
mediciones. Las aplicaciones son muchas y de gran re-
levancia para nuestra vida cotidiana: procesamiento
de imagenes, reconocimiento de voz, multiples cam-
pos de la medicina, geofisica o astrofisica entre otras.
Por todo esto, queremos que este breve articulo sirva
de introduccidn a una de las ramas de las matematicas
de mayor actualidad.

El Descubrimiento.

La historia del origen de estos artefactos matemati-
cos resulta, cuando menos, curiosa. Yves Meyer es-
taba esperando a que uno de sus colegas de la Ecole
Polytechnique terminara de fotocopiar un articulo de
Jean Morlety Alex Grossmann (de Marsella) sobre una
nueva técnica para descomponer las sefiales sismicas
complejas registradas en los terremotos. Meyer cogi6
una copia de este articulo y se percat6 de que contenia
elementos similares a teorias de descomposicion de
funciones de Analisis Armoénico (su rama de especiali-
zacion en ese momento). Ese mismo dia tomé el tren a
Marsella para conocer a los autores y, a partir de ahi, el
resto es historia. Las ondiculas, resultado final de esta
intrigante anécdota, se convirtieron en una teoria que
ha inspirado muchos trabajos de matematicos, fisicos

e ingenieros durante los dltimos afios.

Llegados a este punto, probablemente te estés pre-
guntando qué son o en qué consisten exactamente es-
tas ondiculas. Pero antes debemos introducir un con-
cepto del que seguramente hayas oido hablar en algtin
momento: las series de Fourier (y si no, no pasa nada
porque te lo explicamos aqui).

El objetivo de las series de Fourier es aproximar fun-
ciones por medio de senos y cosenos. Es muy facil, to-
mamos una funcién f periédica con periodo 7', es
decir, f(z) =f(x+T) para todo z real, y damos
una aproximacion en un intervalo de longitud 1".

Reproduciendo a continuacidn este intervalo por toda
la recta real, obtenemos una aproximacion final.

Sea Sy la serie formada por los elementos:

sv(t) = % + z;v:l [ancos<2nTnt> +b, sin(MTnt)]

con:

T/2

ao = % f(t)dt

~T/2

_ 2 [ 2nm
T/2
b= 4 [, @) sin( 2275 ¢ )at

llamados los coeficientes de Fourier.

Ahora bien, si ya tenfamos una expresion de [ ;por
qué usar otra mas complicada? ;Qué ventajas ofrece?

Laserie Sy converge a f en casi todo punto?, es decir,
cuanto mas grande sea [V (y, por tanto, mas térmi-
nos de la serie de Fourier usemos), més se parecera [

Y

D

)
N
N

===

a Sy. Esto es importante sobre todo para almacenar
funciones y trabajar con ellas computacionalmente de
forma mucho mas eficiente. En vez de tener que guar-
dar el valor de la funcién en los puntos, basta con que
guardemos un pufiado de puntos para tener una muy
buena aproximacion de [ con la que poder trabajar
y, por ende, consumimos mucha menos memoria del
ordenador.

El problema es que el diablo vive en los pequeios de-
talles y esta no es una excepcidn, por desgracia...

Que Sy converja a f no nos dice nada sobre la ve-
locidad de esta, puede que tengamos una aproxima-
cion decente de f para N = 10 o que tengamos que
esperar hasta N = 1.000.000.000.000 'y, claro, si
tenemos que esperar hasta coeficientes tan altos, esta
idea tan maravillosa de Fourier se vuelve incapaz de
ayudarnos con el almacenaje de datos.

En particular, las series de Fourier son sumas de senos
y cosenos, funciones demasiado suaves. Por esta razon,
cuando las funciones tienen algin punto muy picudo
se necesitan demasiados pasos hasta que la serie de
Fourier dé aproximaciones decentes de [, perdién-
dose inevitablemente mucha informacion.

La pregunta clave que surge ahora, después de todos
estos razonamientos, es la siguiente: si cambiamos el
tipo de curvas y en vez de usar senos y cosenos recu-
rrimos a otras, ;podriamos corregir este inconvenien-
te?

Las ondiculas pretenden dar la solucién. En la década
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de los 80 Me-

yer construy6 el pri-

mer ejemplo de ondiculas

no-triviales, continuamente
diferenciables. Dos afios después,
Daubechies consiguié describir una fa-
milia de ondiculas que formaban una base de
funciones ortonormales con soporte compacto o,
en cristiano, la matematica, si no hizo magia, cerca se
quedd. Resultados muy elegantes, que constituyen el
pilar de las ondiculas hoy en dia y resuelven el proble-
ma que plantedbamos.

Por ejemplo, usando las ondiculas de Daubechies
dbn, dilatadndolas y trasladandolas apropiadamente
para que estas formen una base, un tecnicismo nece-
sario para poder abarcar todo el rango de funciones
que necesitamos, estariamos expresando nuestra fun-
cién como una serie que depende de los elementos
dbn y no de los

cos(Q%nt) + sin(Q%nt)

como tenfamos en el modelo de Fourier. Con las dbn
nos referimos a la familia de curvas que se puede ver
en la figura de la siguiente pagina.

Acto de investidura de Yves Meyer como Doctor Honoris Causa en la Universidad Aut6-
noma de Madrid, el 6 de junio del afio 1997. De izquierda a derecha, Adolfo Quirds, Julian
de la Horra, José Garcia-Cuerva, Ireneo Peral, Alberto PedroCalderén, Antonio Cérdoba,
Yves Meyer, Miguel de Guzman y Santiago Carrillo. Fotografia cedida por el Departamen-
to de Matematicas de la UAM.
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dbs

db7 db8

dbS db10

Familia de ondiculas Daubechies dbn.

Compressed sensing.

Al comienzo de este texto deciamos que la teoria de
ondiculas permitia dividir imagenes y sonidos en ob-
jetos matematicos manejables. Esto se consigue gra-
cias al compressed sensing, o muestreo comprimido,
una de las aplicaciones mads relevantes de las ondicu-
las en nuestro dia a dia.

Fruto de la colaboracién entre Terence Tao y Em-
manuel Candes (entre otros), durante la primera dé-
cada del siglo XXI se produjo una revolucién en las
técnicas de tratamiento de datos y sefiales gracias al
desarrollo del compressed sensing. Esta teoria es es-
pecialmente util porque permite la reconstruccion
eficiente de datos dispersos basados en muy pocas
mediciones.

En este articulo queremos explicar cémo funciona
esta técnica. Para poder centrarnos en la idea que hay
detras de ella y no perdernos en los tecnicismos, va-
mos a tomar el ejemplo mas sencillo, el de la cAmara.

El objetivo de una camara es, por supuesto, hacer fo-
tos. Ahora bien, es una practica comun que la cAmara
comprima la imagen. Por ejemplo, si el tamafio inicial
de la fotografia es de 2MB seria preferible quedarse
con algo que ocupe menos, por ejemplo 200KB, que
es un 10% del tamafio inicial.

La clave detras de esta idea es que, mientras el espacio
de todas las imagenes tiene un valor de 2MB de grados
de libertad, el espacio de todas las imagenes interesan-
tes (las partes que contienen los detalles relevantes de
la fotografia) es mucho mas pequefio y puede alma-
cenarse en un espacio considerablemente menor, si a
uno no le importa perder un poco de calidad.

Desde luego, existen varias formas de comprimir ima-
genes. Empecemos con una un poco ingenua. Supon-
gamos que en nuestra fotografia encontramos un cua-

drado monocromatico muy grande, por ejemplo de
100x100 pixeles, que son exactamente del mismo co-
lor. Si no hiciéramos ninguna compresidn, usando una
escala de grises 8-bit, almacenar toda la informacion
de este cuadrado requeririan 10.000 bytes cuando, lo
Unico que necesitariamos, es almacenar la dimension,
la localizacién y el color usados (que es mucha menos
informacion). Por supuesto, esta idea no nos serviria
en la practica pues no consigue dar resultados satis-
factorios para las transiciones abruptas entre dos co-
lores.

En realidad, para resolver este problema en la co-
munidad cientifica se ha llegado al consenso de que
es mejor no trabajar usando el color medio de cada
cuadradito, sino que lo mas 6ptimo es utilizar los des-
equilibrios medios. Esto es, de media, cudn mas inten-
sa es la mitad derecha del cuadradito en comparacion
con la mitad izquierda del mismo. Y esto resulta que
se puede formalizar utilizando sistemas de ondiculas,
que nos permiten expresar una imagen como la su-
perposicidn lineal de varias ondiculas. En la practica,
se utilizan técnicas mas complejas, pero esto es sufi-
ciente para entender las ideas detras del compressed
sensing.

Visto esto, volvamos a nuestro ejemplo anterior. La
imagen original tiene 2 millones de grados de libertad
y, en particular, si uno quiere expresar esta imagen en
términos de ondiculas, necesitaria 2 millones de on-
diculas diferentes para poder reconstruirla perfecta-
mente. No obstante, una imagen tipica interesante es
muy dispersa en una base de ondiculas. Es muy posible
que no necesitemos mas de unas 100.000 ondiculas
para poder capturar todas las caracteristicas impor-
tantes de la imagen, y que el 1.9 millén de ondiculas
restantes tan solo contribuyan a una pequefa canti-
dad de ruido aleatorio, imperceptible para la mayoria
de los observadores.
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Ahora, si nosotros (o la cAmara) supiéramos cudles
son los 100.000 coeficientes de las ondiculas que
vamos a utilizar, entonces la cdmara podria simple-
mente medir el valor de sé6lo esos coeficientes y ni
siquiera molestarse en intentar obtener el resto. Es
posible medir un tnico coeficiente aplicando un filtro
adecuado a la imagen y haciendo una medida de una
Unica intensidad del resultado obtenido. No obstante,
la cdmara no conoce a priori cudles son los coeficien-
tes claves, asi que tiene que obtener los 2 millones de
pixeles, convertir la imagen a una base de ondiculas,
localizar los 100.000 coeficientes dominantes, alma-
cenarlos y desechar el resto. Este es el momento en el
que las matematicas obran un discreto milagro.

Con esto en mente, la filosofia principal del compres-
sed sensing es esta: si uno necesita s6lo 100.000 coe-
ficientes para recuperar la mayor parte de la imagen,
;por qué no tomar solo 100.000 medidas en lugar de
2 millones? En la practica se deja un margen de segu-
ridad tomando, por ejemplo, 300.000 medidas. Claro,
existe una dificultad evidente, tal y como deciamos an-
tes, la cAmara no sabe de antemano qué 100.000 coefi-
cientes de los 2 millones que hay son los importantes
que se necesitan guardar. De esta forma, una pregunta
que resulta muy interesante es saber qué ocurriria al
seleccionar un conjunto completamente diferente de
100.000 (6 300.000) ondiculas. ;Se perderia toda la
informacion interesante en la imagen?

La solucién a esta pregunta es simple y poco intuiti-
va. Consiste en hacer 300.000 medidas que no tengan
nada que ver con la base de ondiculas. La idea es ge-
nerar medidas pseudo-aleatorias, generando al azar
300.000 imagenes, mdscaras, y midiendo hasta qué
punto se parece a las mascaras la imagen con la que
estamos trabajando. Ahora, estas medidas (o correla-
ciones) entre la imagen y las mascaras seran, con casi
toda seguridad, muy pequefias e impredecibles. Sin
embargo, cada una de las 2 millones de ondiculas que
comprimen la imagen generara su propia firma distin-
tiva dentro de estas medidas aleatorias y, ademas, (con
una probabilidad desorbitadamente alta) cada una de
las firmas serd distinta. Resulta que la combinacién li-
neal de hasta 100.000 de estas firmas seran distintas.
Desde la perspectiva del algebra lineal, esto significa
que dos subespacios de dimensién 100.000 de

un espacio de dimensiéon 300.000 elegidos

de forma aleatoria, serdn casi siempre

disjuntos. Asi que en principio es

posible recuperar la imagen o,

al menos, sus 100.000 com-

ponentes mas importan-

tes, a partir de estas

300.000 medi-

das aleatorias.

En esencia, entender una imagen de 2 millones de
pixeles en una base de ondiculas nos garantiza que,
eligiendo s6lo 300.000 de estas de forma completa-
mente aleatoria, 100.000 de ellas nos permitiran re-
cuperar la imagen con mucha precision.

Para rescatar la imagen evitando ruidos habra que
usar algunas técnicas de recuperacion de algoritmos
no triviales. Pero eso ya es harina de otro costal y, qui-
zas... para otro articulo.

Por ultimo, puede ser interesante repasar algunas de
las aplicaciones de esta idea tan abstracta del com-
pressed sensing:

1. Imagen por resonancia magnética. En
medicina, una resonancia intenta recuperar una ima-
gen detallada de partes del cuerpo humano a partir de
un ndmero grande, pero finito, de medidas. Por el nu-
mero de medidas necesitadas el proceso es lento para
el paciente, pero las técnicas de compressed sensing
pueden reducir el nimero de medidas necesitadas
significativamente, llevandonos a procesos mas rapi-
dos.

2. Astronomia.

Muchos fenémenos astronémicos (por ejemplo los
pulsares, estrellas de neutrones con un intenso campo
magnético que giran sobre si mismas) tienen varias
frecuencias de oscilacién que puede provocar que se
dispersen o compriman mucho en distintos dominios
de frecuencia. En este caso las técnicas de compressed
sensing permiten medir estos fendmenos en el domi-
nio temporal (a partir de datos del telescopio) con-
siguiendo reconstruir la sefial original con precisiéon
incluso a partir de datos incompletos o ruido.

3. Cédigos lineales.
En este caso el compressed sensing nos proporciona
un método simple para combinar el output de varios
transmisores de tal forma que si una fracciéon impor-
tante del output se pierde o se dafia, todavia podamos
recuperar la transmision original.
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Bach
elevado

a

La solucién de Bach para
paliar la quinta del lobo
consistié en igualar las
frecuencias de todas las
notas a una diferencia
intervalica constante. Si
se representan de mane-
ra grafica conforman una
espiral logaritmica.

Esta imagen estd consti-
tuida a partir de fragmen-
tos del Preludio VI del
Clave bien temperado de
J.S Bach, trazando dicha
espiral.
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(Y amusica es el placer que experimenta la mente
humana al contar sin darse cuenta de que esta
contando”? fueron las palabras de Gottfried Leibniz,
gran matematico y filésofo, que unieron dos discipli-
nas opuestas. Ciencia y arte. Légica y sentimiento. Ma-
tematicas y musica. Dos lenguajes universales.

La musica constituye un conjunto abierto e infinito de
sensaciones, una fusiéon impecable de ritmos que se
acompasan con los latidos de corazén y melodias ca-
paces de traspasar nuestra piel y danzar con nuestros
pensamientos. Pero al otro lado de la radio o bajo un
foco en el escenario, un intérprete lee una partitura
conformada por intervalos matematicos, subdivisio-
nes ritmicas y patrones musicales. El intérprete es ca-
paz de transformar un continuo de calculos mentales
en una melodia imperecedera en el pensamiento del
oyente.

La musica, al igual que cualquier lenguaje, sigue unas
reglas determinadas, unos axiomas que permiten la
construccion de melodias. Los fundamentos matema-
ticos de la musica han constituido uno de los objetos
de estudio mas esenciales para fildsofos, cientificos y
matematicos, desde la construcciéon de la escala tonal
de Occidente, el circulo de quintas, la coma pitagérica
y El clave bien temperado de Bach.

1. Construccion de la escala pitagorica.

Una escala musical se puede definir como una agru-
pacion ordenada de sonidos o notas concretas que
permiten componer un entorno sonoro. Las escalas
varfan en funcién de las distintas regiones del mundo,
y han estado sujetas a las vicisitudes del tiempo, los
cambios culturales y la experimentacién de los com-
positores y tedricos. La escala diatdénica destaca en
Europa occidental, construida a partir de los criterios
de la afinacién pitagérica®.

Dejaremos a un lado la interpretacion fisica del soni-
do, las vibraciones y los armdnicos, para analizar los
argumentos matematicos que ofrecid la Escuela Pita-
gobrica y asi encontrar aquellas notas consonantes, es
decir, aquellos sonidos que al ser tocados simultanea-
mente producen un efecto agradable o armonioso.

1.1. Relaciones de proporcion de la escala
e intervalos musicales.

Comencemos con el caso mas sencillo. Tenemos una
cuerda de longitud determinada L, atada en ambos
extremos, con una tension y grosor concretos, y la ha-
cemos vibrar. Al oscilar, producira un sonido determi-
nado. Con una cuerda idéntica a la anterior, pero con
la mitad de longitud, escucharemos un nuevo sonido,
mas agudo. Sin embargo, al tocar ambas cuerdas a la
vez se produce una fusion elegante, equilibrada. Por
simplicidad, denominamos con el mismo nombre a

ambos sonidos (do) y otorgamos frecuencias de 1 ala
primera cuerda y de 2 a la segunda.

Buscamos, a continuacion, sonidos intermedios entre
las frecuencias mencionadas, siguiendo como patrén
la formula de la media aritmética (1), donde a = 1 y
¢ = 2 y b seriala nueva frecuencia buscada.

b="0C (1)

De este modo obtenemos que la frecuencia de la si-
guiente notaes b = 3/2 . El intervalo entre do y esta
nueva nota se conoce como quinta justa, mientras que
la relacion de frecuencias entre 1y 2 se denomina oc-
tava. La quinta justa de do es sol.

Seguimos construyendo la escala. Para el siguiente in-
tervalo musical se emplea la media armonica,

_ 2ac
d="4+c (2)

donde volvemos a emplear las frecuencias conocidas
de a =1y c = 2.Se obtiene asi la proporcién para
calcular el intervalo de cuarta justa d = 43, corres-
pondiente a la nota denominada fa.

Por tltimo, considerando b como la media geométri-
caentre @ y C, obtenemos la siguiente relacion:

4-5 (3

De esta forma cerramos el circulo de intervalos, obte-
niendo la siguiente octava. Si @ = 1 es la frecuencia

de nuestro primer doy b = 2 es la frecuencia de la
2

octava, el tercer do tiene una frecuencia de ¢ = 1
De manera equivalente, una octava mas arri-

ba supone multiplicar por 2 la frecuencia de la ante-
rior. La frecuencia de la n-ésima octava de do, ¢,, vie-
ne dada por

=2\ n=1,23... (4)

En la Tabla 1 se recogen las proporciones halladas
para los distintos intervalos, asi como las frecuencias
reales de sus correspondientes notas.

1.2. Intervalos de tono.

Los intervalos de cuarta, quinta y octava confor-
man las cuatro relaciones mas importantes de la es-
cala pitagoérica o diatdnica, el esqueleto principal
sobre el que se asienta una composicién musical.
Sin embargo, si intentamos construir una melodia
mediante una combinaciéon de dichas notas, el re-
sultado serfa una composicién insulsa, anodina,
que no podria ni a aspirar a ser la banda sonora de
los largos trayectos en los ascensores publicos.

Nos encontramos en una situacion de grave necesidad
de nuevos sonidos que acompafien a nuestras cuartas,
quintas y octavas y que nos permitan crear desde una
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cancion de 3 minutos de Ed Sheeran hasta una sinfonia
de Beethoven. Bajo esta premisa, entran en juego los
tonos, cuya proporcion se puede obtener gracias al co-
ciente delamediaaritméticaylamediaarmoénica (5).

(459)
t=—75— (5)
(49

Si introducimos como valores de a y c los obtenidos
para el primer y el segundo do, obtenemos la relacién
de t = 9/8 para el intervalo tonal o de segunda ma-
yor. Partiendo de la nota do de frecuencia 1 y multipli-
cando por el factor f, obtenemos las sucesivas notas
de la escala: re y mi. La cuarta y quinta nota son fa y sol
respectivamente, halladas mediante las proporciones
discutidas en la seccion anterior. A partir de sol, repe-
timos la operacion de multiplicar por £ hasta alcanzar
la octava, obteniendo asi la escala diaténica de ocho
notas.

Dichas operaciones han sido recogidas en la Tabla 2.

1.3. El circulo de quintas y la coma pita-
gorica.

Existen diversas maneras de construir la escala diato-

nica, por ejemplo, se puede partir de las proporciones
intervalicas desarrolladas en las dos secciones previas
o mediante una sucesion de quintas justas de razén
3/2. Este ultimo método se conoce como afinaciéon
pitagorica.

En este procedimiento, se parte de una nota base de
la escala diatdnica y se van encadenando intervalos
de quinta justa de manera ascendente y descenden-
te. Pongamos que iniciamos nuestro ciclo de quintas
con la famosa nota do y calculamos las quintas ascen-
dentes sucesivas mediante la multiplicacion del factor
3/2. La siguiente nota se corresponde con la frecuen-
ciade 3/2:3/2=9/4 y, a continuacion, dividimos por
dos para que esté dentro de nuestra primera octava
(el valor de su proporcién debe ser menor que la fre-
cuencia del segundo do). De este modo, tenemos las
siguientes frecuencias: 1,9/8, 3/2.

Continuamos este método, multiplicando por 3/2 y

dividiendo por 2 cuando sea necesario hasta llegar

a la nota de partida y cerrar el circulo de quintas. Es

decir, vamos agregando notas que siguen la relaciéon
m

5u , donde m y n son numeros enteros positivos. Sin
embargo, al alcanzar la decimosegunda quinta nos en-
contramos de frente con un problema:

312

oF = 2.02728...

Nota Proporcion Frecuencia Intervalo respecto a la fundamen-
(Hz) tal
Do 1 261.63 Nota fundamental
central
Fa 4/3 348.84 =261.63-4/3 Cuarta justa
Sol 3/2 392.44 =261.63-3/2 Quinta justa
Do 2 523.25=261.63-2 Octava

Tabla 1. Proporciones y frecuencias para los intervalos principales de la escala de do central (3).

Do 1 Nota fundamental
Re 9/8 Segunda mayor
Mi 81/64 Tercera mayor
Fa 4/3 Cuarta justa
Sol 3/2 Quinta justa

La 27/16 Sexta mayor

Si 243/128 Séptima mayor
Do 2/1 Octava

Tabla 2. Escala diatonica de 8 notas con las respectivas proporciones de frecuencias.
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Y dividiendo por dos para que esté dentro de los limi-
tes definidos de la escala obtenemos:
312

om = 1.01364...

Hemos recuperado una frecuencia muy similar a la de
la nota do que habiamos empleado de base pero di-
fiere en una cantidad de 0.01364, denominada coma
pitagorica. Dicho valor residual deriva en disonancias
entre las dos octavas. Es decir, la coma pitagorica sur-
ge como consecuencia de que en el circulo de quintas,
doce quintas no son equivalentes a siete octavas.

El procedimiento habitual para paliar dicho problema
dimana de la aparicién de la denominada quinta del
lobo, conformada por la diferencia de doce quintas
puras de relacién 3:2 menos siete octavas. Consiste en
un intervalo especialmente disonante que implica al-
teraciones en la coherencia sonora y en la estabilidad
tonal de las composiciones. El modo sencillo de disi-
mular esta disonancia es minimizar su uso, por tanto,
la quinta del lobo se traslada a dos notas de uso poco
frecuente en la musica occidental, véase la Figura 1.

Llegados a este punto, es necesario introducir un nue-
vo concepto. Nos hemos familiarizado con la escala
diatonica, construida a partir de intervalos tonales o
de segunda mayor y de las cuartas y quintas de do.
Sin embargo, el procedimiento de Pitagoras del enca-
denamiento de quintas da lugar a una escala de doce
sonidos intermedios en la octava, denominada escala
cromdtica o dodecafénica, Figura 2.

Los intervalos entre dos sonidos consecutivos se de-
nominan semitonos. Cuando ascendemos en la escala,
el convenio implica utilizar el simbolo del sostenido,
#, para indicar que la nota es un semitono mayor que
la de partida. Sin embargo, al descender, se emplea el
simbolo del bemol, b.

En la escala cromatica, la quinta del lobo se manifiesta

Quintas perfectas

«— Do —~
‘/ Fa Sol \
Sib
Mib
Quinta del lobo2
Solg
R
Dot Si l/
*~ Faff ¢~

Figura 1. Esquema del circulo de quintas y de la quinta del lobo®.

en el intervalo entre sol sostenido y mi bemol, gene-
rando una incongruencia entre las notas sol sostenido
y la bemol, pues se hacen coincidir como si se tratase
de la misma nota, aunque tengan frecuencias diferen-
tes debido al valor residual de la coma pitagérica.

Una manera grafica de observar los intervalos consis-
te en realizar una representacion mediante una espi-
ral logaritmica (Figura 3), donde la frecuencia de cada

sonido se corresponde con 7 = 2%, con 7" la propor-
ciéon de la frecuencia de un intervalo especifico. De
esta forma, retomamos la nota de do (a distintas fre-
cuencias, mas graves o agudas) cada vez que el angulo
se hace cero o 277k . Ademés, se puede observar que
dos angulos iguales se corresponden con un mismo
intervalo. Si queremos hallar el angulo al que se en-
cuentra una quinta, operamos de la siguiente forma:

0= 272'10@(%) = 1.17 rad.

De esta forma, hemos construido la escala completa
con la que se realizan la mayor parte de las compo-
siciones de musica occidental, partiendo, Unicamente,
de argumentos puramente matematicos.

2. El clave bien temperado.

La afinacién pitagérica generaba un problema al tra-
tar con la quinta del lobo. En instrumentos de cuerda,
la coma pitagoérica puede ser paliada siguiendo el mé-
todo expuesto en la seccién previa. En un instrumento
de cuerda, pongamos como ejemplo el violin o un che-
lo, las frecuencias que se pueden producir son ilimita-
das pues dependen de la colocacién del dedo sobre la
cuerda. De este modo, se pueden conservar las rela-
ciones intervdlicas de la escala diat6nica sin importar
la quinta del lobo. En el momento en que se necesite
tocarla, la afinacion se puede ajustar en el momento,
desplazando el dedo levemente hacia arriba o hacia
debajo de la cuerda.

3 Sin embargo, en los instrumentos de

» 2 afinacion fija como el piano, la dis-
tancia entre dos notas es inalterable

(las teclas producen sonidos con-

cretos que no se pueden modificar),

Re dificultando el cambio de tonalidad
al arrastrar el valor residual de la
quinta del lobo.

La

Ante este problema, en la época de
j Bach (1685-1750), se desarroll6 el
temperamento bueno o tempera-

Mi mento igual. Consistia en un méto-

do de afinacién del instrumento tal
que la distancia entre los sonidos
de todas las teclas contiguas fuera
la misma. De esta forma, era posible
modular a cualquier tonalidad sin
requerir un reajuste de afinacion
previo.
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Figura 2. Escala cromdtica o dodecafénica®.

Analizando este problema desde un punto de vista
matematico, lo que queremos es conseguir que la dis-
tancia entre las doce notas de la escala cromatica sea
la misma. Si partimos de la primera nota con una fre-
cuencia 1 y queremos que la distancia sea un valor x
constante, entonces la frecuencia de la segunda nota
debe ser x,la delatercera debe ser z’ y asi sucesiva-
mente hasta completar la escala. El do de frecuencia 2,
se corresponderia con z?=2.

De este modo, obtenemos los siguientes factores por
los que hay que multiplicar a la frecuencia de la prime-
ra nota para construir la escala temperada

1712\/57 (12\/5)27 (12\/5)3, (12\/§)m

donde m es un namero natural m = 0,1,2,3...12.
Obtenemos, asi, la funcién

Lo=F02)".

A partir de esta nueva técnica de afinacién o tempera-
mento, nacié El clave bien temperado (Das wohltempe-
rierte Klavier, en alemdan), una de las obras maestras
de Johann Sebastian Bach. Consta de dos ciclos de
preludios y fugas compuestos en todas las tonalidades
mayores y menores de la escala cromatica o dodeca-
fénica. De esta forma, se podian interpretar los pre-
ludios y fugas de manera continuada, sin peligro de la
aparicion de disonancias debido a la coma pitagoérica
y ala quinta del lobo al modular a otra tonalidad.

3. Conclusion.

En el siglo VI a.c, la Escuela Pitagdrica construy6, me-
diante puros argumentos matematicos, una estructu-
ra musical que conformaba un entorno sonoro especi-
fico, un conjunto de doce notas que ha acompafiado a
la humanidad hasta nuestros dias. Doce frecuencias
que se han entrelazado con la marafia que conforman
nuestras vidas. Desde el tono de llamada de nuestro
movil, pasando por la musica de caja del Mercadona,
hasta nuestras canciones mas intimas.

[v)

Figura 3. Representacion de una espiral logaritmica, don-

4
de 7 = 227 yresla frecuencia de la nota.

Potencias, logaritmos y proporciones aritméticas. La
banda sonora de nuestra vida fue compuesta mucho
antes de nuestra llegada a este mundo, y seguira so-
nando cuando no estemos para escucharla. Nuestra
deuda insalvable con las matematicas.

Referencias

1 J.MULERO, L. SEGURA, J. M. SEPULCRE, El secreto de
los niimeros. Editorial Universidad de Alicante (2017).
ISBN 97884971749009. p. 11. https://www.enchufa2.es/
archives/musica-y-matematicas-la-afinacion-pitagori-
ca-el-origen-de-la-escala-cromatica.html

2 https://planetamusik.com/blog/escala-musical/,
consultado el 11 de Septiembre de 2021.

3 https://web.archive.org/web/20070305040009/
http://wiki.highinbcgallery.com/index.php/Almos-
t_a_shape/technology/Piano_frequencies/Piano_frequen-
cy_table.pl, consultado el 11 de Septiembre de 2021.

4 https://berminguez.wordpress.com/2013/04/21/la-
quinta-del-lobo/

5 https://frwikipedia.org/wiki/Fichier:Sestina_system.svg. Autor: ZooFari

6 https://es.wikipedia.org/wiki/C%C3%ADrculo_de_quintas#/media/
Archivo:Circle_of_fifths_deluxe_4-ES.png



&

¢

5

e
as

T

y literatura -

. - . g p 3 " - . < x = = " o
—  OPEDRANT
1 B 1 R |
. A td
e - - afo
. A [ e
. : .
— . 4 , .'. .'I*'
SR e —— \ :_ g
- = r .—ﬂ".‘.#- B
- T 3
J— A 3 o ]
P—— e s . e - -. - - "‘és’g‘l i | i 1]
Si nos remontamos en el tiempo, antes de la edicién en LaTeX, los manuales escritos a maquina e incluso el len- = T 4 h,, \ ! 18! i
: : e o e W ol i \ RARERAS '
guaje simbdlico, las matematicas estaban redactadas en lenguaje natural. Gran cantidad de papiros egipcios : R e e fi‘ IFRERRARALL ; R
7 . s 7 ‘o oy oy 2. ., - ; . - Ut | T T . - 2 . - & i .
que han llegado a nuestros dias incluyen métodos de calculo formulados sin notacién especial, salvo quizas para FEOF & i IV T ; [i ii A = -
la incégnita, representada por la palabra aha (que significa ‘montén’). En Mesopotamia, se resolvian problemas o i - _ e, , a ! ‘
algebraicos de una manera completamente verbal, lo que hoy se conoce como Algebra Retérica. e LE =T ",- ;:_‘ o—_ dads
Aun mas curioso resulta encontrar teatro y poesia en las matematicas. El tratado chino Chou Pei recopila M el g s P =¥ < Rl? B I~
, ZMEr 2 e s o Tk 5 — By ol = - Sl Y =4 =
calculos astronémicos y esta escrito integro en forma de didlogo entre un principe y su ministro. A miles de - e o s 4
kilémetros, en la India, un padre se dirige con ternura a su hija para desentrafarle los secretos de la aritmética B
a través de ejercicios en verso asi de imaginativos: i e e e T g »
T G e T o S
£ 0 1 . . [ ———

La quinta parte de un enjambre de abejas se posa sobre una flor de k&dam_ba; f-di= ,::f"’,,;a;.'..--.té‘\_ r-;..,;" ':_"";-_;@E.A "

B -

Dime encantadora mujer el niimero exacto de abejas. - g = = e gt o
; o ; e S~ T ol Aol s £ ey
(Lilavati, 54) SR i’ ey

- -k & R o

E n esta seccion presentamos una seleccion de articulos que estudian las distintas relaciones que existen entre
las matematicas y la literatura. Desde la belleza poética del quinto postulado de Euclides, pasando por las
paradojas de Lewis Carroll hasta conversar con la ilustre Marta Macho, responsable de la seccién Literatura y
Matemdticas en la web DivulgaMat, de la Real Sociedad Matematica Espafiola. - '
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Paradoja carroliana

Por Alba Dolores Garcia Ruiz

En una carrera, el corvedor méds rép[do nunca puede superar al mds lento,

yaque €/p€VS€ng'D{OV debe pr[mero //egar él/pLU’ZI_LO donde comenzo €/p€7’-

segu[do, de modo que el mds lento siempre debe tener una ventaja.

(segtn lo contado por Aristételes, Fisica VI:9, 239b15)

e este modo se plantea la famosa paradoja de

Aquiles y la Tortuga, una de las varias atribuidas
al filésofo de la Antigua Grecia Zendn de Elea (c.490-
430 a.C.). Este pensador clasico “inmensamente sutil y
profundo”, en palabras del matematico Bertrand Rus-
sell, fue discipulo directo del filésofo presocratico Par-
ménides de Elea, en defensa de cuya doctrina elaboré
sus aporias.

Como sucede con todos los autores clasicos, la princi-
pal dificultad para conocer el legado de Parménides es
el tiempo transcurrido. De su tinica obra, un poema fi-
loséfico en verso épico, conservamos tan solo algunos
fragmentos provenientes de citas de otros autores. Y
aun deberiamos sentirnos agradecidos, pues la inte-
gridad de lo que conservamos es notablemente mayor
que lo que nos ha llegado de las obras de otros fildso-
fos presocraticos, pudiendo asi reconstruir su doctri-
na con mayor precision. En el ambito de la metafisica
0, como €l la denomina, “la via de la verdad”, se ocup6
de lo que es o ente, una especie de todo. El poema de
Parménides comienza con un proemio en el que se
describe el viaje que hace “el hombre que sabe” por
un camino alejado del camino usual de los mortales
y que desemboca en una entrevista con una diosa. El
discurso de esta deidad anénima conforma el resto del
poema y recoge las reflexiones del autor. En la reve-
lacién divina encontramos una lista de atributos del
ente entre los que destaca para nosotros su propiedad
de ser inmdévil. Como cabria esperar, ante esa declara-
cién de que el movimiento no es mas que una ilusion,
la reaccion no se hizo esperar. Algunos relatos sugie-
ren que otros filésofos habrian pergefiado paradojas
contra esta visiéon y que Zenon se servia de las su-
yas propias para defender la doctrina de su maestro.

En las nueve paradojas que conservamos, Zenon
utiliza el método dialéctico de Sécrates y se basa

en argumentos que podrian considerarse como los
primeros ejemplos de prueba por contradiccién (o
reductio ad adsurdum para los mas puristas). Esto
es, al comienzo se enuncia como supuesto la misma
posicibn que se quiere refutar y se cons-
truye, como su propio nombre indica,
una contradiccién que la imposibilita. Las hipotesis
que sustentan dicha posicion, en la vida cotidiana, se
experimentan como innegables. Es posible que el lec-
tor haya oido hablar de tres de estos problemas filoso-
ficos por ser los mas famosos y dificiles de rebatir: el
argumento de la dicotomia, la paradoja de la flecha en
vueloylaquenosocupa,ladeAquilesyla Tortuga. Estos
sofismas se denominan las “paradojas del movimien-
to” y son esencialmente equivalentes entre ellas, por
lo que el comentario que aqui realizaremos de la lti-
ma deberia servir de acercamiento a las dos restantes.
Hijo de un mortal y una ninfa, Aquiles fue sumergido
por su madre en la laguna Estigia con el fin de hacer-
lo inmortal, pero olvidé mojar el talén por el que lo
sujetaba, dejando vulnerable esa parte de su cuerpo,
siendo este el origen de la expresion “talén de Aqui-
les”. Este héroe de la guerra de Troya era considerado
el mas veloz de los hombres. En la célebre obra ho-
mérica, la Iliada, suele ser calificado como “el de los
pies ligeros” y esta fama es la que le otorga un papel
protagonista en la obra de Zendn. Para entender la pa-
radoja debemos situarnos en una carrera imaginaria.
Uno de los contrincantes sera Aquiles, el mas habil de
los guerreros aqueos y vencedor de mil batallas, un
superhombre casi invencible y, como ya se ha dicho,
el mas rapido de los mortales. El otro contrincante
serd una tortuga, un animal de proverbial lentitud y
parsimonia. Para acallar las quejas por lo desigual de
este enfrentamiento, antes de empezar Aquiles deci-
de darle un estadio de ventaja a la tortuga, es decir, la
licencia de comenzar algunos metros por delante (a
efectos practicos no serd relevante de qué distancia se
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trate exactamente por lo que diremos unos cien me-
tros de ventaja).

En ese momento se da comienzo a la carrera. Supo-
niendo que ambos comiencen a correr a velocidad
constante (obviamente, uno de ellos mucho mas ra-
pido que el otro), cabe esperar que Aquiles recorra
rapidamente los cien metros de ventaja hasta llegar
al punto de partida de la tortuga. Durante ese tiem-
po la tortuga, poseedora de un insospechado espiritu
competitivo, se habra desplazado unos cuanto metros
hacia delante. Por supuesto, serd una distancia mas
corta, pongamos cincuenta metros. Asi que Aquiles,
confiado en su enorme poderio fisico, decide cru-
zar ese puilado de pasos, utilizando un poco mas de
tiempo y llegando de nuevo a donde estaba la tortuga.
Como es claro, en ese intervalo de tiempo, ella habra
avanzado un poco mas y Aquiles necesitara también
algo mas para llegar a ese tercer punto. Por lo tanto,
cada vez que Aquiles llega a algin lugar donde ha es-
tado la tortuga, esta ya no se encuentra alli y todavia
ha de recorrer un poco para alcanzarla.

Y argumenta Zeno6n, con mucha razén, que asi podria-
mos seguir hasta el infinito, por mas que contradiga
cualquier experiencia cotidiana:es claro que un corre-
dor veloz alcanzara a uno lento aunque le dé ventaja
siempre que la carrera dure lo suficiente.

;0 sera esto tan solo una ilusion?

Una larga lista de pensadores ha tratado de refutar los
contundentes argumentos de Zenon, desde fildsofos
clasicos del calibre de Aristoteles o Tomas de Aquino
hasta autores mas actuales de igual renombre como
Bertrand Russell o Nick Huggett.

(Podéis creer que incluso Jorge Luis Borges escribi6
un ensayo al respecto? La perpetua carrera de Aquiles
y la tortuga, en la que tilda a Zendn de incontestable.

En esta ocasion, yo destacaria la solucién propues-
ta por Didgenes el cinico: se dice que al escuchar
la paradoja no dijo nada, pero se levanté y camind
para demostrar a Zenodn la existencia del movimien-
to. ;Acaso no se utiliza la expresién “el movimiento
se demuestra andando” para referirnos a un proble-
ma que se resuelve con un experimento practico?

Sin embargo, para aclarar por completo cualquier pa-
radoja se necesita mostrar qué es lo que esta mal en
el argumento, no solo la falsedad de las conclusiones.
Asi, la singular argumentacion de Didgenes no habria
servido para dilucidar el vencedor de tan desigual
competicidn. Y ante un problema sin resolver es sa-
bido que las matematicas son una herramienta muy
socorrida.

Para un fisico, lo que prevalece son los datos que nos
pueda suministrar la sensibilidad (en este caso, medi-
ciones hechas con una cinta métrica y un crondmetro
que permitan determinar, sobre el terreno, la posiciéon
y momento exactos en que coinciden los dos corredo-
res). De este modo cuando, a posteriori y haciendo uso
de herramientas matematicas, se generalizan estos
resultados por medio de la teoria de la mecanica, la
paradoja de Zen6n queda fuera de escena, ya que los
aparatos de medicidn, y por ende, la fisica, se cifien en
todo momento a cantidades finitas. Sin embargo, es
cierto que toda cantidad finita puede ser dividida in
mente en infinitas partesy, si concedemos preeminen-
cia alarazdn, la aporia permanece inmutable.

;Sabias que...?

Ademas de las célebres aventu-
ras de Alicia, L. Carroll nos dejo
multitud de poemas, textos sa-
tiricos, ilustraciones y ensayos.
No sdlo eso sino que tuvo su pro-
pio estudio de fotografia, donde
realizo mas de 3000 imagenes,
incluyendo retratos de persona-
jes notables. Mas sorprendente
aun: trabaj6 26 afios como pro-
\ fesor de matematicas y publico
numerosos articulos en geome-
tria, algebra, l6gica, matematica
recreativa y el estudio de para-
dojas. jTodo esto mientras des-
empefiaba su oficio de didcono!

4

Retrato de Lewis Carroll por Na-
tata en Shutterstock.
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Un genuino matematico podria recurrir a las series
geométricas (a saber, aquellas en las que los suman-
dos cumplen una relacién del tipo Z,~1 = 7, don-
de 7 es un factor real que, si es mayor o igual a uno,
consigue exasperar a mas de un matematico), pero
de nada nos servirfa. Si enumeramos 1,2,...,nlos
momentos sucesivos en que Aquiles llega al punto
donde estaba previamente la tortuga, podemos tomar
A,, T, y d, como las posiciones de Aquiles y la tortu-
ga, respectivamente, asi como la distancia entre estos,
en el instante 7. Consideremos entonces las sucesio-
nes numéricas{d, },{a.} ={A.,— A}y {t.}=
{Tn - Tn—l}, dadas las dos tltimas por las distancias
recorridas por cada corredor entre los momentos
n— 1y nm.Taly como hemos planteado el problema,
sabemos que se satisfacen las siguientes relaciones
para sus términos:

a, = dnfl ) dn = tn y tn = Céﬂ

De donde un sencillo calculo permite concluir que

_ s _ : : "
d, = 5 = 5n, e, es una serie geométrica de
razén 1 = 1/ . De igual modo podemos notar que
_ _ U .
An = 5,-1Y bn = 5u-1 . Es conocido que la suma de

todos [os términos de una serie geométrica de 7 ra-

z6n menor que uno es S = §___; que en nuestro
caso permite calcular la distancia recorrida por los
contrincantes, a saber,

Una de las primeras ilustraciones del propio Carroll retratando a sus
personajes mas icénicos. ;Creéis que nuestra sabia tortuga habra
competido en alguna ocasion contra el conejo blanco de Alicia?

_7d0 pum— .
SA_1—1/2 2,
__d
S=11p O

Asi, el final de la carrera coincide con el lugar
2-dyen que Aquiles alcanza, de hecho, a la tor-
tuga. Llegados a este punto, un analista ingenuo
comenzaria a celebrar su victoria sobre el eleata.
No obstante, un estudio mas cuidadoso de las se-
ries geométricas arroja un sorprendente resultado.
Prestando atencién a la sucesiéon d,, vemos que sus
términos cumplen que do>0, di=d,/2>0,
d=d,/4>0,....d,=dy/2" > Oy tan solo al to-
mar el limite llegamos a un valor nulo, lim, ..d, =
dolim, .. 1/2" = 0. Es decir, la separacién entre los
corredores solo desaparecera tras una cantidad infi-
nita de pasos. Se mantiene, de este modo, la paradoja.
Por ultimo, podriamos sacar la artilleria pesada y
pedir a George Cantor que, con su teoria de la me-
dida para transfinitos, acabara con el embrollo; mas
ni siquiera sus revolucionarios nimeros cardinales
Ny, Ny, ... servirfan para tal fin. Podria parecer que
2“”, el cardinal de los nimeros reales, permitiera di-
lucidar el problema, ya que representa la propiedad
de continuidad existente en el espacio y el tiempo.
Se puede, en efecto, establecer una correspondencia
biunivoca entre el conjunto de los nimeros reales y
los puntos de una recta (en nuestro
caso, la pista dela carrera) y afirmar
que tenemos 2" puntos en la recta.
Del mismo modo, todo segmento
tendria esta cantidad de puntos.
Los defensores de Cantor argumen-
tarian que los corredores recorren
la totalidad de los puntos de la
recta y que la distancia entre ellos,
doy, es despreciable, aunque con-
tenga también un numero infinito
de puntos, ya que 2%+ 2% = 2%,
Sin embargo, no se puede decir que
el final de la carrera se sitie en el
punto 2% de la recta, porque el
numero cardinal de un conjunto
infinito no es lo mismo que su nu-
mero ordinal (es claro que en fini-
tos asi es, el décimo elemento es el
ultimo de un conjunto de diez ob-
jetos). Por ello, conocer la cantidad
exacta de puntos entre Aquiles y la
tortuga no parece que proporcione
una respuesta completa al proble-
ma: solo conseguimos esconder el
problema debajo de la alfombra.
A todo aquel interesado en unirse
a las filas (en su mayoria matema-
ticos, filésofos, incluso algunos fisi-
cos) de los que luchan esta batalla,
no puedo sino recomendarle leer el
trabajo de José Enrique Garcia Pas-
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cuatitulado Aquiles, la Tortugay el infinito, el articulo A
Discrete Solution for the Paradox of Achilles and the Tor-
toise de Vincent Ardourel (si estais buscando algo mas
peliagudo) y cualquier cosa que encuentre en Internet
sobre el tema. Le aseguro que no se vera decepcionado.

Sea como fuere, el lector tiene que admitir que existe
la posibilidad de que Aquiles sea, en efecto, el vence-
dor de la carrera. El famoso escritor (y matematico y
l6gico y fotégrafo y didcono y... ) Lewis Carroll se ima-
giné este hipotético caso como verdadero y escribid
una ficticia conversacién entre Aquiles y la tortuga
una vez finalizada la carrera.

En ella Aquiles, tras la victoria, se encuentra comoda-
mente sentado sobre el caparazon de la tortuga y esta,
que aparentemente no esta muy satisfecha con el re-
sultado, decide regalarle algtin dolor de cabeza al hé-
roe jugando con las bases de la ldgica. Asi, 1a tortuga le
dalavueltalatortillay hablaa Aquiles sobre distancias
que se hacen cada vez mas grandes, y no menores como
ocurriaantes. Aludiendo alos Elementos de Euclides, la
tortuga considerala argumentacion légica siguiente:

A: Cosas iguales a una misma cosa son iguales
entre si. (La primera nocién comun de Los Elementos
de Euclides)

B: Dos lados de este triangulo son dos cosas
que son iguales a una misma cosa.

C: Los dos lados de este triangulo son iguales
entre si.

Entonces, la tortuga le pregunta a Aquiles si C se
puede deducir légicamente de las premisas Ay B,y
Aquiles concede que obviamente lo hace.

Ella le pregunta si puede haber un lector que admita
que el argumento es ldgicamente valido como una se-
cuencia, pero que niega que las premisas A y B sean
ciertas. Por supuesto, Aquiles acepta que este lector
pueda existir. A continuacion, y por analogia, la tortu-
ga se pregunta si puede existir un segundo tipo de lec-
tor, uno que acepte que las premisas A y B son ciertas,
al tiempo que no acepta el principio de que “si Ay B
son ciertas, entonces C debe ser cierta”. Aquiles otor-
ga a la tortuga que este segundo tipo de lector tam-
bién puede existir. Llegados a este punto, la tortuga
pide que se la trate como un lector del segundo tipo, y
reta a Aquiles a obligarla a aceptar la premisa C. Para
tal fin, Aquiles tiene que afadir una nueva hipétesis:

D: Si A y B son ciertas, entonces C debe ser
cierta.

Ahoralatortuga aceptala premisa D, pero sigue negan-
dose a aceptar el argumento extendido. Cuando Aqui-
les,que empiezaamosquearse, le exige que al aceptar A
y By D debeaceptar C, la tortuga sefiala que esta es otra
proposiciénhipotética,ysugiere queinclusoaceptando
D atn puede negar la conclusién C. ;La soluciéon? Afia-
dir previamente la veracidad de la siguiente hipotesis:

E: Si Ay By D son ciertas, entonces C debe ser
cierta.

;Se ve ya por dénde van los tiros? La tortuga accede
a aceptar cada premisa hipotética de este tipo, pero
niega que la conclusidn se siga de las premisas, ya que
cada vez niega la hipotesis de que si todas las premi-
sas escritas hasta ahora son ciertas, C debe ser verdad.
Por lo tanto, la lista de premisas continua creciendo
sin fin, dejando el argumento de siempre en la forma:

(1): "Dos cosas que son iguales a una tercera son
iguales entre si."

(2): "Dos lados de este tridngulo son iguales al tercer
lado."
(3): (1)
(4): (1),

;(N): (1),(2),03),...y (N—1) = (@)

(@): “Los dos lados de este triangulo son iguales
entre si.”

El relato de Carroll termina con Aquiles sumido en la
desesperacion tras meses atrapado en esta nueva ca-
rrera, pero el problema l6gico no tiene un desenlace
tan claro. La paradoja surge porque, a fin de explicar
el principio légico, se propondra un principio anterior.
Y, una vez que se cuenta con este principio, entonces
se debe introducir otro mas para explicar este. Por lo
tanto, a medida que la cadena causal continda, se va
a parar a una secuencia infinita de proposiciones que
surge de la deduccién modus ponens, la mas famosa
de las reglas de inferencia en légica proposicional.

Dime, estimado lector, ;te apetece profundi-
zar mas en este quebradero de cabeza? En ese
caso ojea el articulo La paradoja de Lewis Ca-
rroll en Douglas R. Hofstader de Luis Camacho.

No todo esta perdido. Para Carroll se trata aqui de
distinguir entre leyes logicas y reglas de inferen-
cia que se desprenden de ellas. En otras palabras,
esto se evita si se introduce de antemano un siste-
ma formal, donde el modus ponens es simplemen-
te un axioma, y luego se verifica con el argumento
mas antiguo e irrefutable de todos: porque es asi. Si
se esta participando en un sistema formal l6gico, en-
tonces solo hay que seguir las reglas sin cuestionar-
las, como si de un juego se tratara. Por lo tanto, la
introduccién del sistema formal de la légica resuelve
la regresion infinita al detenerla ante los axiomas.

Podriamos concluir que no todo tiene una demostra-
ciébn matematica y que quizas Didgenes no estuviera
tan equivocado al resolver de un plumazo la paradoja
de Zenon. ;No es, al final, en muchas ocasiones, la so-
lucién mas simple la mas acertada?
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estructura matematica en textos de novelas, tebeos, poesias y piezas teatrales.
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Marta Macho Stadler, eres matematica, divul-
gadora, investigadora y Profesora en Geome-
tria y Topologia en la Universidad del Pais Vasco,
doctora por la Université Claude Bernard de Lyon
(Francia) y especialista en Teoria Geométrica de
Foliaciones y Geometria no conmutativa. Cuénta-
nos un poco en qué consiste esta rama de las mate-
maticas y por qué decidiste dedicarte a ella.

Decidi dedicarme a la topologia, la asignatura que mas
me gustaba en la carrera, por una profesora que tuve
aqui en la Universidad del Pais Vasco, con la que em-
pecé a trabajar en cuarto. Entonces habia unas becas
colaboracion, que existen todavia, con las que podias
empezar a trabajar en los dos ultimos afios de la ca-
rrera (cuarto y quinto). Me la concedieron y estuve
colaborando con esta profesora, que se dedicaba a la
topologia difusa (topologia fuzzy). Cuando acabé la ca-
rrera, entré inmediatamente a la universidad porque
salié una plaza a tiempo parcial. Pero, en un momento
dado, mi profesora me comenté que habia un profesor
en la Universidad de Lyon, Gilbert Hector, que estaba
buscando estudiantes en Espafia porque en Francia no
se animaba mucha gente a hacer la tesis en matemati-
ca pura. Ademas, yo sabia bien francés. Para no dejar
mi puesto de trabajo, pedi al departamento que me
permitiera dar toda la docencia en un cuatrimestre y
me marché a Francia. Alli, empecé haciendo unos cur-
sos de master y, un afio después, entré en el equipo de
Gilbert Hector, que me ofrecid trabajar en un proble-
ma de teoria de foliaciones. Asi fue como llegué a esta
rama de la topologia.

Aunque se llama teoria geométrica de foliaciones, en
realidad, todo lo que hice en Lyon es muy topoldgico.
Una foliacion es, esencialmente, una particién de un
espacio abstracto o de una variedad topoldgica, que
obedece a veces una solucién de una ecuacién dife-
rencial o similares. Gilbert Hector me propuso hacer
un estudio de foliaciones incluido en espacios dindmi-
cos. En realidad, lo que miramos no son las hojas en si
sino como se enrollan unas alrededor de las otras. La
herramienta que usamos para estudiar las foliaciones
y sus propiedades topolégicas se llama geometria no
conmutativa.

(En qué consiste la carrera de investigadora?
¢.Como es la vida de una persona que investiga?

Depende un poco de si sélo investigas o si eres docen-
te investigador. Mi trayectoria es distinta a la que tiene
una persona actualmente. En aquel momento entraba-
mos en la universidad porque habia necesidad de do-
centes y, simultdneamente, comenzabamos a hacer la
tesis. Como consecuencia de compatibilizar la docen-
cia con la investigacidn, tardabamos un poquito mas
que ahora en completar la tesis. En cambio, hoy en dia,
casi todo el mundo que accede al mundo de la inves-
tigacion por primera vez (quienes empiezan a hacer
una tesis doctoral) lo hace a través de una beca.

(En qué consiste entonces la carrera de investigado-
ra? Fundamentalmente en seguir estudiando. Hay que
estudiar mucho y trabajar duro, porque se te propone
un problema que no ha resuelto nadie y que tu tienes
que resolver. En mi caso, o cuando llevas a cabo una
tesis en matematica pura, es fundamental ir a semi-
narios y seguir formandote de forma continua e inde-
finida. Normalmente, cuando estas en un grupo de un
centro de investigacidn o de la universidad donde al-
guien dirige una tesis, hay seminarios, hay cursos, etc.
Hay un montén de cosas que te ayudan a completar tu
formacion y a moverte por esas zonas donde no eres
especialista. En resumen, la carrera de una investiga-
dora en matematicas consiste fundamentalmente en
estudiar e intercambiar conocimiento para avanzar en
tu tema de trabajo.

;Crees que la labor de investigacion en las univer-
sidades se desarrolla en un ambiente muy compe-
titivo?

Depende de la suerte que tengas. En mi caso, cuando
estaba en Francia, me planteé en un momento dado
dejar la investigaciéon porque me estaba afectando
muchisimo fisica y psicolégicamente.

Me trasladé a Lyon, a una escuela normal. Las écoles
normales en Francia son centros de investigacion pura
en los que se paga a personas que van a empezar su
tesis porque estan cuidadosamente seleccionadas.
Basicamente, se trata de una instituciéon de educa-
cién superior de alto nivel para estudios avanzados
de pregrado y posgrado unificada con un centro de
investigacién. En Lyon, compartia seminarios y apren-
dizajes con otras personas de la escuela normal. Esto
distorsiono en cierto sentido un inicio en la investiga-
cién tranquilo. Como empecé a trabajar en el area de
la geometria y la topologia, accedi a un mundo muy
masculinizado. A una investigacién ya de por si dura,
se sumo el hecho de ser casi la inica mujer en grupos
en los que habia aproximadamente 30 chicos con di-
namicas excesivamente competitivas y dafiinas. Hacer
una tesis es complicado porque a veces te bloqueas,
estas atascada y tienes la sensacion de que no avanzas,
asf que estar en un grupo competitivo es muy perju-
dicial.

Pero, bueno, es, en cierto sentido, cuestion de tener
suerte, porque hay de todo. Existen grupos de trabajo
realmente agradables. Por ejemplo, en mi universidad,
en estos grupos en los que te incorporas, la gente in-
tenta aprender, compartir, te escucha y te ayuda a li-
mar las cosas que haces mal.

Estadisticamente, parece bastante claro que la
edad natural de las mujeres para ser madres su-
pone un punto de inflexion en el que comienza a
haber disparidad de salarios y de porcentajes de
hombres y mujeres en la investigacion. Es decir,
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ser mujer, madre e investigadora no es una tarea
facil y, por desgracia, la maternidad condiciona
las posibilidades de promocion en la universidad.
(Qué medidas o decisiones politicas piensas que
deberian tomarse ante esta situacion?

Sin duda, ése es un problema, pero no creo que sea
el tinico. Cuando me preguntan por el tema de la ma-
ternidad, siempre matizo porque no es simplemente
una cuestion de tener hijos o no; ése es un problema
afiadido, pero no es el fundamental. Hay un problema
general de sexismo y de maneras de comportarse. Los
ambientes académicos estan muy jerarquizados y hay
muchos egos en juego. Es un mundo muy competitivo
en el que a veces nosotras tenemos las de perder. Es
cierto que cuando empiezas a hacer una tesis, también
comienzas a detectar que hay cosas que no funcionan
igual para los hombres
que para las mujeres.
Pero esto pasa en ciencias
y en todos los ambitos. Es
decir, no es un problema
de sexismo exclusivo de la
academia. Vivimos en un
sistema patriarcal, en el
que los roles estan fuerte-
mente establecidos y eso
es lo que hay que atajar.

se pueden adoptar, diria
que, por ejemplo, el no te-
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A veces, la inica manera de conseguir
pequerios logros es obligando a que las
cosas funcionen. Creo que hay muchas
En cuanto a qué medidas  edjdas en el dmbito académico y social

sois, dejad a las nifias que hagan lo que quieran”. Jus-
tamente en eso estamos. Para que las nifias hagan lo
que quieran, tienen que saber que no estan actuando
con libertad porque todo lo que pasa a su alrededor
les influye. Por supuesto, tampoco los nifios eligen con
libertad, pero la manera en que lo hacen ellos supone
que les vaya, en general, mejor en la vida.

Para que haya mas nifias ingenieras tendra que haber
seguramente mas niflos maestros. Hay que intentar
que la sociedad en su conjunto (los nifios y las nifias
no pueden realizar esto solos) comprenda que hay un
modelo de masculinidades que no son tan corrosivas.
Se puede ser un hombre maravilloso siendo un enfer-
mero o un maestro. Y se puede ser una mujer absolu-
tamente femenina, si a alguien le preocupa eso, sea lo
que sea la feminidad, siendo una ingeniera que lidera
un grupo o una mate-
matica que esta hacien-
do una tesis sobre algo
muy teorico o que esta al
frente de un proyecto de
investigacion con unas
aplicaciones maravillo-
sas.

En 2008 accediste a tu
posicion actual como
Profesora Agregada de

que estan empezando a forzar la desapa-  Geometria y Topolo-

neren cuenta enlos curri-  Ficion del sexismo en el ambito laboraly  gia de la UPV y desde

culums de las mujeres las
paradas por bajas mater-
nales es algo que podria
funcionar bien. Es decir,
la idea seria que, si tienes
una beca, se detenga du-
rante los meses de maternidad y se prolongue poste-
riormente para incorporar ese tiempo. De esta forma,
el bache que puedas tener por una maternidad o por el
cuidado de una persona dependiente no afectaria a tu
curriculum. A veces, la inica manera de conseguir pe-
quefios logros es obligando a que las cosas funcionen.
Creo que hay muchas medidas en el ambito académico
y social que estan empezando a forzar la desaparicién
del sexismo en el mundo laboral y en muchos otros.

Por otro lado, el tema de la educacion es fundamental.
Pero, cuidado: no olvidemos que educar en el cole a ni-
fios y nifias en igualdad es initil si en casa se encuen-
tran con un escenario completamente opuesto; justa-
mente, lo que mas influye es lo que pasa en el hogar.

La educacién es clave porque cuando llegas a la uni-
versidad decides qué quieres estudiar en base a todo
lo previo. Tenemos que empezar a asumir que los ni-
fos y las nifias no hacen lo que quieren, sino lo que
todo el entorno que tienen a su alrededor les empu-
ja a realizar. Muchas veces, a las personas que esta-
mos siempre con este tema, nos dicen: “qué pesadas

en muchos otros.

siempre has manifes-
tado que te encanta la
docencia. ;CoOmo crees
que deben enseiarse
las matematicas en la
universidad? ;Co6mo se
debe enfocar un plan educativo de matematicas?

Creo que es muy necesario y muy importante tener
tiempo. Dejando a un lado el tema de los contenidos,
hay que tener tiempo para asentar ideas, para re-
flexionar y para asimilar. Por desgracia, lo hacemos
todo demasiado rapido y con muchas asignaturas por
cuatrimestre. Sobre todo, en los primeros cursos, que
son fundamentales, algo que se estd haciendo mal en
este momento es no dejar jugar al alumnado con los
conceptos basicos, para que los descubran y las ideas
se asienten bien; que juegue el juego de la légica. De-
berfamos pensar en esto y que en el primer y segun-
do curso se den menos contenidos, pero que se den
bien. Se imparte todo muy deprisa y eso hace que el
alumnado no comprenda ciertas ideas porque le falla
la parte légica. Es decir, el problema no es que no en-
tienda, por ejemplo, el concepto topolodgico que le es-
toy explicando, sino que falla la parte técnica o légica.
Esto es una lastima porque, al fin y al cabo, se estan
formando profesionales de las matematicas. Esa parte
del savoir faire, del oficio, les cuesta mucho porque no
se toma el tiempo suficiente para dejar que fluya. In-
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sisto de nuevo en que el tiempo es fundamental para el
aprendizaje. Sin contar tantas cosas, es preferible re-
petir, repensar, mirarlo todo desde diferentes puntos
de vista y tomarselo con un poquito mas de calma.

¢(Como podria llevarse a cabo esto de tener mas
tiempo?

Supondria un cambio de plan de estudios y esto es
muy complejo porque tiene que pasar por muchos
procesos. Creo, no obstante, que deberia tratarse con
cuidado. Existen foros, como el Ciemat, donde esto se
puede hablar. A veces nos olvidamos de que las uni-
versidades no son fabricas de profesionales para las
empresas, sino que son lugares donde se forma a las
personas. En muchas empresas contratan a gente que
ha hecho el grado en matematicas porque la cabeza
estd amueblada de una forma distinta. Lo demas se
puede aprender mas tarde. Hay que tener en cuenta
que cuando acabas la carrera y comienzas a trabajar
te vuelven a formar, pero tienes que tener un serie de
condiciones previas para que la nueva formacidn ten-
ga éxito. Para conseguir esto, hay que convencerse de
que el potencial que se deberia tener cuando se ter-
mina una carrera no supone saber mucha topologia o
algebra lineal. Lo fundamental es que, a medida que
te enseflan estas cosas, la mente se vaya estructuran-
do. Es decir, lo mas importante cuando se abandona la
universidad es la cabeza o la manera de afrontar los
problemas. Esto se logra con un poco de calma. Como
dije antes, no es necesario dar tantas cosas. Simple-
mente, hay que darlas bien.

Hay una cuestion problematica vinculada con
la creatividad de las matematicas. En la carre-
ra aprendemos teoremas fuertes, que aplicamos
para solucionar problemas. Por supuesto, no todo
es exactamente asi, pero la mayoria de veces no
hay un proceso creativo (en contraste, por ejem-
plo, con el tipo de ejercicios que se plantean en las
Olimpiadas matematicas). ;Como crees que debe-
ria enfocarse en un plan educativo de matematicas
el asunto de la creatividad? ; Te parece central?

El problema es que cuando hay un programa estableci-
do no tienes todo el tiempo que te gustaria para hacer
otro tipo de actividades. Aqui, en la Universidad del
Pais Vasco, tenemos unas clases llamadas seminarios,
donde se plantea un problema y se resuelve de mane-
ra colectiva. En principio, este es un entorno para que
esa creatividad fluya.

Sin embargo, a veces no funciona bien. La gente acude
a una Olimpiada Matematica con un interés especial,
pero en un aula hay muchas personas que no estan al
dia con los contenidos o que no se atreven a hablar.
Por desgracia, la gente se calla mucho en clase. Entre
unas treinta o cuarenta personas, a menudo, hablan
cuatro o cinco. Si solo juegan cuatro, en el fondo, te

preguntas: “;para qué?” Deberiamos tener la con-
fianza suficiente para decir tonterias; es maravilloso
cuando decis una tonteria.

Ademas, hay demasiados alumnos en las clases. Ojala
tuviéramos el tiempo y la manera de poder incentivar
esa creatividad en pequefios grupos.

El relevo generacional en la universidad esta sien-
do dificil. Por un lado, el profesorado universitario
esta muy envejecido. Por el otro, los jovenes, es de-
cir, los nuevos docentes, lo tienen muy dificil para
acceder a puestos buenos. Acaban teniendo unas
condiciones laborales muy precarias, con bajos
salarios, y se ven obligados a ser pluriempleados.
(.Como crees que deberia llevarse a cabo el proce-
so de renovacion de la universidad ahora que cada
vez mas profesores se estan jubilando?

Como tu dices, se esta produciendo una gran cantidad
de jubilaciones en todas las universidades. Ademas, el
tema de la Covid-19 ha sido el detonante de muchas
jubilaciones anticipadas. La no presencialidad es muy
dura, sobre todo para la gente de mi generacién que
llevamos mas de treinta afios dando clase. Un aula nos
llena, pero dar clase online nos cuesta mucho.

La cuestidn no es exactamente que haya precariedad.
En lo que yo conozco, no hay tanta. En mi universidad,
por ejemplo, se hacen unos contratos de plazas lla-
mados “de adjunto” en los que se dejan cuatro o cinco
afios para afianzarse y acreditarse hasta, finalmente,
acceder a una plaza de agregado. Los jovenes no en-
tran en condiciones tan malas. En mi época también
entrabamos en precario, sin tesis y recién licenciadas,
porque habia verdaderas necesidades docentes, espe-
cialmente en universidades jovenes, como la del Pais
Vasco. La precariedad que, desde luego, no deberia
existir, no es un tema nuevo. No hay que conformarse,
pero creo que, en realidad, el principal problema que
estamos encontrando es que no hay candidatos sufi-
cientes para ocupar la gran cantidad de plazas que hay
(y va haber) en todas las universidades espafiolas. Es
complejo entrar, tener que dar clases y seguir investi-
gando para poder acceder a una plaza mejor. Ojala las
condiciones fueran mejores, pero ahora, al menos, va
a haber trabajo.

Aprovechando que mencionas la falta de candida-
tos y candidatas, queria hablar contigo sobre el
profesorado de matematicas de secundaria. Este
verano han tenido lugar las oposiciones a profe-
sor/a de secundaria, en las que mas de 720 plazas
han quedado desiertas. Los matematicos/as estan
hoy en dia muy cotizados en el mercado laboral.
En los ultimos tiempos, las bolsas de interinos se
cubren con personas sin la misma formacion; pro-
vienen de Quimica, Arquitectura, una ingenieria o
Econdmicas. ;Crees que esto puede ir en detrimen-
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to de la formacion matematica del alumnado?

Esto ha pasado porque las pruebas de las oposiciones
se han hecho mas duras, precisamente para intentar
que quienes entran como docentes en ensefianza se-
cundaria sean profesionales de las matematicas. Mu-
cha gente se ha quedado fuera. Anteriormente, como
el temario y los examenes eran muy faciles, en muchas
ocasiones aprobaban las oposiciones personas con la-
gunas matematicas o sin especial interés en las mate-
maticas. Asi, el endurecimiento de las pruebas fuerza
a que quienes estan de interinas tengan una mejor for-
macién matematica.

En realidad, esto que comentas ha pasado siempre.
Cuando yo iba al instituto, en los tres cursos de BUP
y COU, solo una persona de todas las que me dieron
clase de matematicas habia estudiado matematicas.
Desde luego, que te ensefie matematicas alguien que
conoce todos los recovecos de ciertos temas no es
comparable a que lo haga alguien que las ha apren-
dido de aquella manera. Si una persona que no ha es-
tudiado matemadticas entra a dar clases, tendra que
molestarse en formarse para poder ensefiar como lo
haria alguien que si ha cursado el grado en matema-
ticas, que sabe muchas mas cosas y tiene la cabeza
amueblada de distinta manera. La pasién por lo que
se estd ensefiando es, en cualquier caso, fundamental.
Se nota mucho cuando te gusta lo que estds contando.
Tanto en secundaria como en la universidad hay que
ponerle ganas.

Ademas de docente e investigadora, eres una gran
divulgadora. Uno de los temas en los que se centra
tu labor de divulgacién cientifica es la presencia
de las matematicas en la literatura. Has estudiado
el contenido cientifico y la estructura matematica
de textos que van desde la novela al tebeo, pasan-
do por piezas teatrales y poesia. Ademas, eres la
responsable de las secciones de Literatura y Ma-
temdticas y de Teatro y Matemadticas en el portal
DivulgaMAT de la RSME. Cuéntanos un poco mas
acerca de este tipo de iniciativas que vinculan las
matematicas y la literatura.

A mi me encanta la lectura y, cuando empecé con la di-
vulgacidn, hace casi treinta afios, lo hacia asi, con este

tipo de iniciativas, casi por provocar. Me parecia im-
portante que abandonaramos esa historia de “es que
yo soy de letras”, “es que yo soy de ciencias”. Mi punto
de partida era la idea de que las matematicas estan en
todos los aspectos de la vida, asi que la literatura, que
cuenta historias de la vida, no podia dejar de contener
mates. “Veamos, entonces, qué matematicas hay en
los libros”, me decia. La busqueda no hay que forzar-
la; apostaria a que cualquier libro tiene matematicas
dentro. Las matematicas y la literatura comparten un
espacio, de la misma manera que lo hacen otras areas
o disciplinas.

Lo veia como una iniciativa bonita, porque me parece
fundamental reivindicar la lectura. Uno de los proble-
mas que tiene nuestro alumnado en la universidad
es de comprension lectora. En muchas ocasiones, la
cuestion no es que no sepan hacer un ejercicio, sino
que no lo han leido bien. Al igual que hay que hacer
matematicas sosegadas, soy una gran reivindicadora
de una lectura sosegada. En esta fusion de dos discipli-
nas aparentemente separadas (aunque, de hecho, para
nada lo estén), se reivindica una cultura con mayuscu-
las. Creo que hacer divulgacion a través de la literatura
es una manera de romper fronteras y de mostrar que
la cultura y la vida son mestizas.

Hay ejemplos de matematicas en la literatura y de li-
teratura en las matematicas absolutamente excepcio-
nales. Al hecho de que la literatura trate las mates, se
afiade que, en muchas ocasiones, textos literarios han
inspirado teoremas. Por ejemplo, hay teoremas que
han surgido de formas poéticas, al plantearse si dicha
forma elaborada de una manera particular podria ge-
neralizarse a otro tipo de versos. Eso ha dado lugar a
un teorema en combinatoria, que dice que la respues-
ta es que no es posible; solamente se puede hacer para
un tipo concreto de nimeros. Es muy poético que la
expresion literaria dé lugar a un teorema.

Tendemos a parcelar el conocimiento, en vez de
desarrollar una perspectiva mas humanista, aun-
que, al final, de lo que se trata es de enriquecerse.
(Por qué crees que pasa esto?

Creo que es por miedo. Nos sentimos mas tranquilos
si estamos en nuestro pequefio coto con un pequerio
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El tiempo en matemdticas para mi es muy importante, hay que te-
ner tiempo para asentar ideas, para reflexionar y para asimilar.
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Es importante no dejar de
aprender a ninguna edad y
atreverse a estar en las fron-
teras donde, como ocurre con
las fronteras de los conjuntos,
realmente las cosas son diver-

tidas.

conocimiento. Mantenerse en ese espacio nos permite
vencer las inseguridades que tenemos todas las per-
sonas.

No obstante, es importante no dejar de aprender a
ninguna edad y atreverse a estar en las fronteras don-
de, como ocurre con las fronteras de los conjuntos,
realmente las cosas son divertidas. Si permaneces en
el interior del conjunto, en tu coto, trabajas inicamen-
te sobre lo tuyo. Sin embargo, si te sitiias en la frontera
y tomas un entorno, como cortas también al comple-
mentario, ves cosas realmente interesantes que pue-
den ayudarte a entender qué pasa en tu lado. Arries-
guémonos, jhay mucha frontera para cruzar!

Llevas a cabo numerosas actividades desde hace
afios con una intensa y meritoria contribucion a
favor de la visibilidad de las mujeres en las mate-
maticas y en la ciencia en general. De hecho, eres
editora del blog Mujeres con Ciencia, 1a plataforma
de referencia en Espaiia en esta materia que esta
impulsado por la Catedra de Cultura Cientifica de
la Universidad del Pais Vasco. ;Como surgi6 este
proyecto?

Mujeres con Ciencia es uno de los cuatro blogs de la
Catedra de Cultura Cientifica y surgié en el afio 2013.
El responsable de la citedra me contactd. Sabia que yo
formaba parte de muchas comisiones de igualdad, y
era conocedor de mi preocupacion y mi militancia en
el tema de la reivindicacién de las mujeres, en todos
los ambitos, pero en particular en el de la ciencia.

Me pregunt6 si pensaba que podria haber contenido
suficiente para rellenar un blog sobre mujeres y cien-
cias y que si me gustaria ser la editora del mismo en
caso de que lo lanzaran desde la Catedra. Le dije que
si sin pensarlo porque vi que era una oportunidad ma-
ravillosa para hablar de mujeres referentes en la ac-
tualidad con el paraguas de la universidad. Como este
blog surge de una Catedra, tenia la protecciéon de la
institucion. Creo que es muy importante partir de una

estructura que ya tiene sus maneras de difundir y de
la que la propia universidad esta orgullosa.

En el blog, publicamos a diario. Hay una infinidad de
mujeres para afiadir todos los dias una biografia, una
efeméride, una actividad... Muchisimas mujeres me-
recen estar alli, pero hay que gestionarlo.

Elinicio de este proyecto fue muy complicado. Sin em-
bargo, a dia de hoy, tras siete afios, tengo el orgullo de
contar que hay muchas mujeres, y algunos hombres
también, que nos dicen: “Conozco una historia de una
mujer que es maravillosa. ;La puedo escribir para
Mujeres con Ciencia?”. Es precioso ver la ilusién con la
que nos contactan para poder compartir la historia de
una cientifica que acaban de descubrir y que piensan
que el resto del mundo debe conocer. Siento que so-
mos un atractor de conocimiento en ese sentido. Hay
muchas manos escribiendo en el blog, con miradas
muy distintas y, sobre todo, con mucho carifio. Para
mi eso es fundamental. Mujeres con Ciencia tiene unas
dosis de cariflo maravillosas.

Fuiste miembro de la Comision de Mujeres de la
Real Sociedad Matematica Espafiola (RSME). ;Po-
drias contarnos en qué consiste esta iniciativa?

Fundamentalmente, la comision se dedica a tratar
temas vinculados con la desigualdad de género. Esta
integrada por personas preocupadas por esta proble-
matica, que sacan a relucir casos de discriminacion,
siendo especialmente conscientes de las desigualda-
des en el desarrollo profesional y en la decisién voca-
cional de elegir carreras proximas a esta ciencia. Tam-
bién hablan de mujeres referentes.

El afio pasado se publicé el Libro Blanco de las Ma-
tematicas, dirigido y coordinado por la Real Sociedad
Matematica Espafiola con el apoyo de la Fundacion
Ramon Areces. El libro esta organizado en ocho lineas
de andlisis interconectadas: ensefianza de las mate-
maticas, salidas profesionales, investigacién, impac-
to econdémico de las matematicas en nuestro sistema
productivo, divulgacién, problemadticas de género y
premios y reconocimientos cientificos. En el capitulo
que trata sobre la igualdad de género en el ambito de
las matematicas, se manifiesta el compromiso de la
Real Sociedad Matematica Espafiola con este tema, lo
que llevé a la constitucién de la comisiéon Mujeres y
Matematicas.

Estamos en un momento en el que la conciencia y
preocupacién por la desigualdad de género estd en
la agenda politica y social, en algunas ocasiones, des-
graciadamente, sin un convencimiento real. Desde
su constitucion, la comision ha realizado en torno a
esta tematica diversos estudios, analisis, actividades
y colaboraciones con diferentes entidades, vigilando
conductas discriminatorias, como, por ejemplo, la or-
ganizacion de un congreso en el que no se ha invitado
a ninguna mujer.
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(Como crees que ha evolucionado la vision de la
sociedad sobre las matematicas?

Creo que ha evolucionado a mejor. Hace cuarenta
afios, cuando comencé la carrera, el grado en matema-
ticas estaba orientado fundamentalmente a la docen-
cia. Por eso, socialmente, éramos percibidos como una
“panda de frikis”. Era comun escuchar comentarios
que reforzaban esa especie de estereotipo de que la
gente de matematicas éramos unos raritos: “;ta eres
matematica? Pues no tenias cara de rara”.

Sin embargo, hoy en dia es una carrera sin practica-
mente paro porque muchas empresas demandan per-
sonas con formacion matematica. Asi, la carrera esta
mucho mas cerca de la sociedad. La gente ve que se
contrata a personas graduadas en matematicas para
trabajos que no son necesariamente de tipo docente.
Hay muchas salidas laborales, uno se coloca muy bien
y asciende rapido en el ambito profesional. Todo esto
ha transformado la percepcién social de las matema-
ticas. Ahora no parecen tan terribles. Se valoran mas
porque socialmente se aprecia lo que tiene éxito.

Entonces, ;consideras que ahora la gente valora
mas las matematicas?

Lo creo profundamente. Ademas de lo que acabo de
comentar, se estd haciendo mucha labor de divulga-
cion. Por ejemplo, todo el mundo entiende que en la
pandemia de la Covid-19 la modelizacién matematica
puede ayudar a prever como va a evolucionar la situa-
cién. También se reconoce que la labor estadistica es
fundamental. En general, socialmente se percibe que
las matematicas ayudan a entender la realidad o cual-
quier acontecimiento, como la erupcion del volcan de
La Palma. Por supuesto, seria muy soberbio decir que
son lo mas importante, pero, en cualquier caso, son
una parte fundamental para comprender cémo puede
solucionarse o evolucionar un problema.

Por ultimo, una pregunta de filosofia de las mate-
maticas. No hay duda de que las matematicas re-
sultan excepcionalmente eficaces para describir y
explicar el universo. James Jeans, fisico britanico,
afirmaba que el universo parecia haber sido dise-
fiado por un matematico puro. Einstein se pregun-
taba como es posible que un producto del pensa-
miento humano independiente de la experiencia,
las matematicas, se ajuste de modo tan perfecto a
los objetos de la realidad fisica. ;Son las matema-
ticas una creacion humana o nos permiten vislum-
brar e ir descubriendo el intrincado disefio del
universo? Es decir, ;las matematicas se inventan o
se descubren?

Esa pregunta es super dificil. Creo que hay parte in-
ventada y hay parte, seguramente, descubierta. Al
margen de la respuesta, sea cual sea, no hay que idea-
lizar las matematicas. Sin duda, nos ayudan a solucio-
nar problemas, a modelizar situaciones y nos hacen
disfrutar. Quiza hasta nos permitan comunicarnos con
un extraterrestre por aquello de que el lenguaje mate-
matico es universal. Pero es muy importante entender
que la vida no es solamente trabajar, ni ganar dinero,
ni saber matematicas. Hay una parte humana esencial.
Precisamente, el comportamiento humano, comple-
tamente azaroso, es muy poco matematizable. Eso es
maravilloso. Si todo fuera modelizable matematica-
mente, seriamos como robots. Por eso, hay que cele-
brar todo aquello absolutamente inspirador que se
sale de un teorema matematico para vivir nuestro dia
a dia de una manera creativa. Aunque las matematicas
son muy creativas, hay una parte de la creatividad que
se les escapa. Es importante valorarlas, pero también
es esencial apreciar todo lo demas que nos ofrece la
vida. Hay que disfrutar con las mates y con lo que no
son las mates.

- ¥
/ Marta Macho, fotografiada
T ey PO Mikel Mtz. de Trespuen-

" tes. UPV/EHU.
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Una relacion sorprendente

Poesia y matematicas

Por Elena Kéhler Ruiz
[lustracién de Irene Ramiro Lopez

La conexion entre poesia y matematicas puede re-
sultar llamativa. El mundo de las matematicas es
légico y objetivo, mientras que la poesia es subjetiva
y esta repleta de dobles significados. Sin embargo,
varios autores han llamado la atencién sobre el cruce
ocasional de ambas materias. Esto nos lleva a plantear
las siguientes cuestiones: ;tienen las matematicas in-
fluencia en la poesia?, ;son los conceptos matematicos
objetos de inspiracién para los poetas?, ;podria existir
incluso una relaciéon mas profunda entre dos discipli-
nas en apariencia tan distintas?*

La belleza poética del quinto postulado de
Euclides

Euclid alone has looked on Beauty bare.
Let all who prate of Beauty hold their peace,
And lay them prone upon the earth and cease
To ponder on themselves, the while they stare
At nothing, intricately drawn nowhere
In shapes of shifting lineage; let geese
Gabble and hiss, but heroes seek release
From dusty bondage into luminous air.
O blinding hour, O holy, terrible day,
When first the shaft into his vision shone
Of light anatomized! Euclid alone
Has looked on Beauty bare. Fortunate they
Who, though once only and then but far away,
Have heard her massive sandal set on stone.

Edna St. Vincent Millay?

Euclides reunié en su obra Elementos gran parte del
conocimiento de aritmética y geometria alcanzado en
la época helenistica®. El trabajo de este matematico
griego, que vivi6 en la ciudad de Alejandria alrededor
del siglo Il a.C., es valorado como uno de las mas rele-
vantes en la historia de las matematicas®.

Una de las aportaciones mas importantes de Euclides
es un conjunto de cinco postulados que constituy6 el
punto de partida para la construcciéon de su geome-
tria. Entre ellos, se encuentra la afirmacién de que “un

segmento rectilineo siempre puede ser alargado” o
que “hay una sola circunferencia con un radio y centro
dados”. Estos postulados, que pueden parecer en prin-
cipio evidentes y sin mayor trasfondo, han determina-
do la forma que tenemos de concebir la geometria. Es
dificil imaginar una introduccién al mundo de las ma-
tematicas en la infancia que no comience por explicar
el concepto de punto, recta o circulo.

El Ultimo y menos evidente de los postulados eu-
clidianos es el que ha tenido mayor relevancia en el
desarrollo de las teorias matematicas modernas. Este
quinto postulado de Euclides, reformulado en el siglo
XVIII en un enunciado equivalente (axioma de Play-
fair), afirma lo siguiente: “desde un punto exterior a
una recta se puede trazar una, y sélo una, paralela a la
misma”®. Durante mucho tiempo, los matematicos se
preguntaron si esta proposicidon podia ser demostrada
a partir de los cuatro primeros postulados o si, por el
contrario, era independiente de ellos.

La respuesta no llegd hasta el siglo XIX. Al parecer,
Carl Friedrich Gauss (1777-1855), una de las figuras
mas dominantes del periodo, dedic6 parte de su vida
al intento de demostrar el llamado “postulado de las
paralelas” a partir del método de reduccion del absur-
do. Finalmente, se plante6 la posibilidad de disefiar
una nueva geometria, distinta a la euclidiana y consis-
tente desde el punto de vista matematico. A partir de
la negacion del quinto postulado de Euclides, Gauss
abrid la puerta a un campo completamente nuevo y
lleno de posibilidades: acababa de nacer la geometria
no euclidiana®.

La historia del quinto postulado despierta facilmente
elinterés de cualquier persona con gusto por el mundo
de las matematicas. Las razones son varias. La geome-
tria euclidiana fue capaz de perdurar durante mas de
dos milenios y el andlisis del “postulado de las parale-
las” se convirtié en objeto de estudio de muchos mate-
maticos. Cuando un problema perdura durante tanto
tiempo, a menudo su solucién se convierte en la llave
a un terreno inexplorado, como sucedid en este caso.
Negar el quinto postulado no solo tuvo implicaciones
enormes en la fisica, convirtiéndose a comienzos del
siglo XX en una pieza fundamental de la teoria de la
relatividad, sino que ademas proporciond una visién
distinta del campo de las matematicas. Las demostra-
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ciones geométricas dejaron de basarse en figuras y la
axiomatizacidon utilizada por David Hilbert en su obra
en 1899 cobré importancia. De esta forma, la geome-
tria se alejaba del limitado mundo que observamos y
podia comenzar a vislumbrar nuevos horizontes’.

A pesar de que el largo camino recorrido por los mate-
maticos con el fin de demostrar o refutar el postulado
de Euclides es fascinante, parece que la atraccidon por
este tema es solo compartida por aquellos que tienen
algunas nociones sobre ciencia. Es dificil a menudo
explicar el empefio de los matematicos que invirtie-
ron tanto tiempo y dedicacion en tratar de demostrar
si realmente solo puede trazarse una recta paralela a
otra desde un punto exterior a la misma. Abatidos y
desilusionados por sentirse incomprendidos por su
entorno, muchos matematicos recurren a comentar
las implicaciones que tienen algunas de sus indaga-
ciones en el mundo real. Algunos, al ser preguntados
si mereci6 la pena dos milenios de intentos fallidos de
demostrar un postulado que acab6 siendo refutado,
hablaran de la relevancia de uno de los modelos no eu-
clidianos, la geometria de Riemann, en el estudio de la
relatividad general. Otros no diran nada, refugiandose
en la idea de que, por lo menos, unas pocas personas
comparten con ellos la fuerte atraccion por las solu-
ciones rigurosas a problemas matematicos.

Sin embargo, en este caso no ha sido exactamente asi.
El reconocimiento de la obra euclidiana no ha queda-
do limitado al mundo de las matematicas. En 1922 la
poeta Edna St. Vincent Millay, ganadora del premio Pu-
litzer de poesia, escribia el soneto que encabeza este
articulo, donde expresa su admiracién por la forma
que tuvo Euclides de ver la realidad que le rodeaba.
En su poema, afirma que “solo Euclides ha contempla-
do la belleza desnuda”. Este verso, breve y sugerente,
transmite admiracion por la capacidad del matemati-

co griego de entender de manera légica y sencilla la
realidad. El poema presenta un aire de misterio y aleja
en cierta forma al lector de la posibilidad de entender
realmente qué es esa “belleza desnuda” y por qué solo
Euclides supo verla. Un matematico podria escribir un
libro entero tratando de demostrar a un publico ge-
neral por qué es interesante la obra de Euclides. Y, sin
embargo, nunca conseguiria expresarlo como lo hace
el poema de Millay. Quizas sea la brevedad la clave del
éxito, la economia del lenguaje. De la misma forma
que la importancia de la obra Elementos no es otra
que reunir en pocos postulados el conocimiento de
geometria de toda una época.

Las matematicas como fuente de inspira-
cion de la poesia

El poema de Millay en honor a Euclides no es un caso
aislado. Muchos artistas a lo largo de la historia han
sabido apreciar la belleza de las matematicas. Y no son
pocos los poetas que han encontrado en los objetos
matematicos una mina de oro para sus metaforas y
lenguaje simbolico.

Emily Dickinson, la conocida poeta estadounidense
del siglo XIX, es un ejemplo de artista que se anim6 a
explorar el area de las matematicas. El profesor retira-
do Thomas L. Moore afirma en un articulo sobre este
tema que Dickinson no solo estaba fascinada por las
matematicas, sino que ademas lefa libros sobre esta
materia de la misma forma que hacia con toda la lite-
ratura: empleandola como fuente de inspiracién para
su poesfa®. En concreto, Moore sostiene que el libro
utilizado por Dickinson para aprender sobre algebra,
An Introduction to Algebra (Jeremiah Day), presenta
un lenguaje literario que pudo haber inspirado a la
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poeta. De esta forma, Dickinson habria logrado apre-
ciar la belleza de las construcciones matematicas y, so-
bre todo, habria aprendido a transmitirla en su obra.
Podemos ver un ejemplo de esto en la primera estrofa
de uno de sus poemas.

I could suffice for Him, [ knew—
He—could suffice for Me—
Yet Hesitating Fractions—Both
Surveyed Infinity—

Emily Dickinson®

El tema del poema es la relacion de la voz poética
con una divinidad a la que se alude en un inicio con
el pronombre “He” y que mas adelante, en la segunda
estrofa, se denominara “God”. Dickinson se inspira en
el concepto de suma infinita de fracciones algebrai-
cas. A medida que afiadimos términos en la serie, nos
acercamos cada vez mas al valor numérico que esta
representa.

La poeta comienza, empleando el término “suffice”,
con una igualdad aproximada entre ella y él: IxHim
y HexMe. Segln la interpretaciéon de Moore, “He” no
equivale al valor real, completo y perfecto, sino todo
lo contrario. Es decir, la poeta no quiere expresar su
impotencia al no ser capaz de alcanzar la perfeccion
del Dios que admira. Por el contrario, si analizamos
con atencion el primer verso, observamos que esta
segura de ser suficiente para él y la cuestiéon que en
realidad se plantea es si él lo es para ella. En térmi-
nos matematicos, “He” es la serie infinita y ella el valor
real. Es mas, la voz poética es quien tiene la capacidad
de decidir la suficiencia de la aproximacién mediante
el estudio de la serie en el limite del infinito.

Dickinson proporciona en su poema una visién poco
habitual de una relacién espiritual con una divinidad.
La poeta cuestiona que una creencia religiosa pueda
ser adecuada para ella y estd inmersa en la busqueda
de una relacion estrecha con Dios que pueda satisfa-
cerle. Para expresar este tedioso camino se imagina
atrapada en una interminable suma de términos cada
vez mas insignificantes que va acercandose a su ideal,
pero que nunca es suficiente. Entender esta referencia
matematica es clave para poder comprender el signi-
ficado del poema.

Fijémonos ahora en el ejemplo del poeta y doctor en
l6gica matematica Pedro Poitevin.

Evanescente

El mundo es una esfera sobre un plano
que se dilata indefinidamente.

En este punto yo; en aquel, mi hermano
ayer desvanecido en el poniente.

Aunque él yazca en el plano y yo en la esfera,
una linea nos une desde el polo.

Si me muevo, él se mueve a mi manera.
Si él se mueve, me mueve el no estar solo.

Ambos vamos en pos del infinito
por dos tenues senderos sobre el pasto.

Yo me aproximo al polo que medito
y él se aleja inconsciente hacia lo vasto.

Sin embargo, atin vislumbro a mi gemelo
en la estereografia del consuelo.

Pedro Poitevin®®

El concepto de la proyeccién estereografica inspira
este poema. Para entenderlo, debemos pensar en un
plano atravesando el ecuador de una esfera. A cada
punto z del plano le corresponde exactamente un pun-
to P de la superficie de la esfera y queda determinado
por la interseccién de la linea que atraviesa el punto z
y el polo norte N. A este ultimo punto N le correspon-
deria el infinito, como se observa en la figura 1**.

La interpretaciéon matematica del poema de Poitevin
es mas evidente y directa que en el caso anterior. Tan
solo debemos seguir de forma sistematica los pasos
que se van indicando. Imaginemos dos gemelos, al
primero le corresponde el punto P y al segundo el z.
Es decir, uno se encuentra en la superficie de la esfe-
ra y el otro en el plano. Ambos estan conectados por
la linea recta que los une. Poco a poco, el punto P se
va acercando al polo norte de la esfera. El punto z
estd, por lo tanto, cada vez mas lejos, apenas puede
ser ya vislumbrado (“ayer desvanecido en el ponien-
te”). No obstante, ambos permanecen unidos, uno es
la proyeccion estereografica del segundo (“una linea
nos une desde el polo”). La historia de los gemelos no
tiene un final feliz. El punto P acabara en el polo nor-
te de la esfera, infinitamente lejos del punto z (“él se
aleja inconscientemente hasta lo vasto”). Los gemelos,
que comenzaron juntos en el ecuador de la esfera, han
quedado separados para siempre.

El titulo del poema nos permite tener una visién com-
pleta del significado. “Evanescente” hace referencia al
fenémeno del “sindrome del gemelo desaparecido o
evanescente”, que sucede cuando uno de los dos fetos
desaparece durante el embarazo.

La ultima referencia es quizas la mas abierta a inter-
pretacion. Cuando el primer gemelo evoca a su her-
mano, dice que lo vislumbra en “la estereografia del
consuelo”. La voz poética mantiene la vaga esperanza
de que su gemelo no haya desaparecido del todo, sino
que exista la posibilidad de reencuentro en el infinito,
o lo que el lector podria interpretar como la vida eter-
na tras la muerte.

Poitevin emplea las matematicas para contar la histo-
ria de dos gemelos separados antes de nacer. El poema
es cautivador incluso sin comprender la referencia a
la proyeccion estereografica, pero es indudable que
el conocimiento de este concepto proporciona al lec-
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tor una comprensién del mensaje poético mucho mas
completa y estimulante.

Los dos poemas comentados son completamente dis-
tintos y apenas presentan un elemento en comun: las
ideas matematicas subyacentes a sus versos. Como es-
tos ejemplos podriamos citar otros. Varios poetas se
han inspirado en ideas matematicas y, de hecho, exis-
ten obras completas sobre este fenémeno.

Por otra parte, la poesia no solo ha recibido influen-
cia de las matematicas en su contenido, sino también
en la forma. Por ejemplo, el palindromo es un tipo de
estrofa que puede ser leida de izquierda a derecha o
viceversa, recordando un niimero capicda. . Una va-
riante mas reciente seria el aelindromo, ideado por el
poeta contemporaneo A. Etherin, a partir de secuen-
cias numéricas con un determinado sentido matema-
tico™. Fijémonos en el siguiente ejemplo, donde se ha
optado por utilizar como patrén el nimero 7.

Low, fatal nights! Late, moonless.... Tense, we glitch.
We swim bled sky, along the ashy glow.
Shy glow along the ambled sky, we switch.
We glisten -- see slate moonlight's natal flow.

Anthony Etherin®?

Descomponemos los dos primeros versos de este poe-
ma en conjuntos de letras: A="low”, B="f", C="atal"...
Obtenemos un total de 14 conjuntos, que coincide con
el namero de cifras de la aproximacion de r utilizada:
3,1415926535897. El nimero de elementos de cada
conjunto es igual al digito de m correspondiente. Es
decir, |A|=3, |B|=1, |C|=4... Los dos ultimos versos se
construyen invirtiendo la secuencia de los dos prime-
ros. Por lo tanto, la estructura A-B-C-D-E-F-G-H-I-J-K-
L-M-N se convierte en N-M-L-K-J-I-H-G-F-E-D-C-B-A.
Observamos que, efectivamente, los dos tltimos con-
juntos de letras son “atal”, “f” y “low”.

En general, existen varios tipos de rimas que remiten
a estructuras matematicas. Puede ser un juego entre-

tenido para el lector experto llegar a visualizar en un
poema el esquema de sus versos.

La influencia de la poesia en las matematicas

En el anterior apartado se ha mostrado la intervencion
de las matematicas en la poesia, tanto en el contenido
como en la forma. Sin embargo, estoy segura de que
una mente matematica se preguntaria por el proceso
inverso: ;tiene algin tipo de relevancia la poesia en el
mundo de las matematicas?

Con el fin de cerrar el circulo y establecer una corre-
lacion entre ambas disciplinas, una doble implicacion
hablando en términos matematicos, procederé en este
apartado a tratar esta cuestion. Aunque no sea eviden-
te en un inicio, es posible sostener que las matema-
ticas se ven influidas de alguna forma por la poesia.
Proporcionaré varios argumentos.

El primero es quizas algo ambiguo e incluso inocente.
Me refiero a la idea clasica de que las matematicas tie-
nen una belleza intrinseca y que a veces la bisqueda
de la perfeccién y la simetria permite el avance de la
ciencia. Como puede deducirse del poema de Millay,
los matematicos son capaces de ver la “belleza desnu-
da”.

Ron Aharoni sostiene en un articulo que la poesia y las
matematicas tienen un mecanismo comun para “crear
belleza”*® . Afirma que ambas materias se ocupan de
la busqueda de patrones ocultos, son sorprendentes,
presentan giros inesperados y, sobre todo, permiten
cambios de perspectiva. Esta ultima caracteristica es
clave en muchisimos problemas de matematicas y
ciencia en general, puesto que ver las cosas de otra
forma puede conducir a la solucién deseada. En poe-
sia, el cambio de perspectiva sucede a menudo cuan-
do la idea principal no es expresada de forma directa,
sino que el poeta evoca un tema en apariencia distin-
to. Con frecuencia proporciona equefios detalles para
que el lector reflexione sobre el mensaje subliminal
oculto en los versos y lo comprenda una vez logre por

Figura 1. Proyeccién estereografica.
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construir matemati-
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Figura 2. Esquema de la permutacién de la sextina, en forma de espiral.

si solo cambiar el punto de vista.

El lenguaje poético es variado y complejo en ocasio-
nes. Las metaforas tienen el objetivo de estimular la
imaginacion del lector, creando un espacio libre de
interpretacion. Los poetas juegan con las palabras y
las combinan para transmitir de formas distintas una
misma idea. Curiosamente, los matematicos hacen lo
contrario. Tal y como enunci6 Poincaré en su famosa
cita, “mathematics is the art of giving the same name
to different things"ls. En ciencia en general, fenéme-
nos diferentes pueden ser descritos con ecuaciones
similares. Encontrar conexiones entre areas distantes
es uno de los aspectos mas creativos y bellos del pro-
ceso cientifico. En cualquier caso, tanto la busqueda
matematica de patrones comunes, como la habilidad
poética de describir un mismo concepto de formas
distintas, tienen un punto en comun: ambas requieren
creatividad e ingenio.

Algunos cientificos han sostenido la idea, tal vez algo
extravagante, de que hay ecuaciones poéticas en si
mismas, como la férmula de Euler: ¢” =—1. Sin
duda esta opinién es controvertida y depende mucho
de la definicién que se atribuya al concepto de poesia.
No obstante, una cosa esta clara: ciertas ideas, demos-
traciones y ecuaciones despiertan emociones entre
quienes las estudian. Somos capaces de distinguir en-
tre formulas mas o menos populares y esta claro que
algunas de ellas sobresalen porque existe una opinién
consensuada de que son bellas.

Es curioso comprobar como en un campo en princi-
pio tan légico y objetivo como el de las matematicas el
ser humano es capaz de encontrar un lado estético y
libre de interpretacion. Un tema complejo y muy inte-
resante es hasta qué punto la busqueda de la simetria
y la belleza ha contribuido al desarrollo de la ciencia
o bien lo ha paralizado. ;Tiene sentido el intento de

a la estructura de la
sextina, descrito con
detalle por Poitevin
en un articulo recien-
tel®,

La sextina es una
composicion formada por seis estrofas de seis versosy
una final de solo tres. Su origen se remonta al siglo XII
y se atribuye al trovador provenzal Arnaut Daniel”.
Presenta una estructura singular que consiste en la
repeticion de las ultimas palabras de cada estrofa en
las siguientes, pero alterando el orden de aparicidon.

Si consideramos que a la palabra final de cada uno de
los seis primeros versos de la sextina le correspon-
de un nimero, podemos describir la primera estrofa
con la secuencia 123456. Siguiendo esta notacidn, el
poema completo puede representarse de la siguiente
forma: 123456, 615243, 364125, 532614, 451362,
246531, 531. La ultima estrofa retine de forma habi-
tual las seis palabras finales del resto del poema, dos
por verso. En el analisis que realizaremos a continua-
cién nos centraremos exclusivamente en las seis pri-
meras estrofas.

La estructura corresponde a la permutacion
(1,2,4,5,3,6) y puede ser representada como se mues-
tra en la figura 2. Si recorremos la espiral comenzando
en el nimero 6 obtenemos la secuencia de la segunda
estrofa a partir de la primera. El término que hemos
designado con el nimero 6 pasa a la posicién primera
en la segunda estrofa de la sextina, el 1 acaba en posi-
cién segunda y asi sucesivamente™®,

El escritor y poeta Raymond Queneau (1903-1976)%
se interesd en la estructura de la sextina y se pregunto
cémo podria generalizarse este caso particular a un
poema de n estrofas y n versos. Mas adelante, M. Brin-
ger?® formaliz6 en términos matematicos esta estruc-
tura, definiendo una permutacién ¢, del grupo simé-
trico de n elementos .S, (ver ecuacién). Bringer
denominé al subgrupo de Sn generado por 0, grupo
de Queneau-Daniel.
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m/2 sim es par

o.(m) n—(m—1)/2 simesimpar

Se observa que, en el caso de la sextina, 06(1) =6, 06(2)
=1, 06(3) =5 y asi para el resto de nimeros represen-
tando las ultimas palabras de los versos, tal y como
hemos descrito anteriormente. Una propiedad rele-
vante de la sextina (n = 6) es que el subgrupo gene-
rado por o en el grupo de permutaciones de seis ele-
mentos es ciclico de orden seis. Es decir, 0§ = €, donde
€ denota la permutacion identidady 0§ # € conp < 6.
Por lo tanto, si aplicamos la permutacién os a la tltima
estrofa recuperamos la estructura de la primera. No
todos los numeros enteros cumplen esta propiedad.
Un contraejemplo es n = 4 (ya que o} = €).

Los nimeros enteros para los que la permutacién 0,
en S, tiene orden n se denominan admisibles o nu-
meros de Queneau. Sobre ellos se han llegado a varios
resultados interesantes, reunidos por Asveld?!. Por
ejemplo, puede demostrarse que si n es admisible, en-
tonces 2n + 1 es un nimero primo. Por lo tanto, es po-
sible definir un grupo de nimeros primos asociados a
los n de Queneau.

Ahora bien, sigue abierta la siguiente pregunta: ;cuan-
tos numeros admisibles existen? La cuestiéon puede
abordarse a partir de la conjetura de Artin sobre raices
primitivas. Esta implica que existen infinitos nimeros
admisibles de Queneau. Dicho en otras palabras, si
la conjetura fuera demostrada podria afirmarse que
existen infinitas formas de construir composiciones
poéticas con estructuras analogas a la de la sextina,
cada una de ellas correspondiente a un n diferente.

En suma, es posible conectar una de las conjeturas
mas importantes en la actualidad con un poema es-
crito por un trovador provenzal del siglo XII. Lo mas
probable es que Arnaut Daniel no fuera consciente de
la relevancia de haber escogido el nimero 6 para su
composiciéon poética y que no estemos mas que ante
una coincidencia afortunada. Sea como fuere, es un
claro ejemplo de c6mo, aunque de forma puntual, la
poesia ha inspirado el desarrollo de nuevas ideas ma-
tematicas, y el uso de patrones comunes permite per-
cibir ciertos paralelismos entre ambas disciplinas.

La sandalia de Euclides

Como se ha demostrado, en ocasiones la poesia y las
matematicas se han influido mutuamente. Incluso,
salvando las distancias, podriamos considerar que no
son disciplinas tan dispares, pues comparten un mis-
mo interés por las estructuras logicas y la estética. Y,
sobre todo, porque pocos versos y ecuaciones son ca-
paces de transmitir ideas complejas.

Es cierto que las matematicas y la poesia no se nece-
sitan para existir, sino que se dan de modo indepen-
diente; sin embargo, no podemos ignorar las distintas

formas en que pueden llegar a relacionarse. Al fin y al
cabo, existen muchas maneras de contar una misma
historia. Podemos hablar del quinto postulado de Eu-
clides, su largo y complicado desarrollo y la enorme
influencia que ha tenido su refutacion en el origen de
una nueva geometria que ha cambiado nuestra forma
de entender la realidad. Pero también podemos pres-
cindir de todo el discurso anterior y limitarnos a re-
crear la imagen de Euclides paseando por las calles de
Alejandria, vestido con una larga tunica blanca.

El matematico griego camina por el suelo empedrado
y piensa. Podemos intuir, aunque nunca llegaremos a
comprenderlo del todo, como observa la realidad y la
reinterpreta en términos de figuras geométricas.

Han pasado mas de dos mil afios, pero, como supo
expresar Millay??, el ruido de su enorme sandalia al
golpear contra la piedra sigue y continuara resonan-
do eternamente. Aunque nos hayamos alejado de sus
ensefianzas, a pesar de que el mundo sea distinto, ja-
mas dejaremos de escuchar el ruido de la sandalia de
quien fue capaz de ver la “belleza desnuda”.
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Hoy traemos dos problemas de combinatoria
geométrica en el corazén de la Teoria de Ramsey
que han merecido la atenciéon de matematicos de la ta-
lla de Paul Erdés.

1. El problema del final feliz.

El clasico pasatiempos infantil “une los puntos” (donde
hay que unir unos puntos numerados con lineas rectas
en orden para revelar un dibujo final) puede parecer
de lo menos desafiante, y en general de poco interés
desde el punto de vista matematico. Sin embargo, todo
es cuestion de plantear la pregunta adecuada. Dado un
conjunto de puntos en el plano, diremos que estan en
configuracién general si no hay tres de ellos que es-
tén alineados. Llamaremos poligono a la figura cerra-
da resultante de unir estos puntos (saliendo de cada
punto Unicamente dos lineas) de manera que no haya
dos de ellas que se crucen. Y ain mas, diremos que
este poligono es convexo si al alargar los segmentos
que conforman sus lados, las prolongaciones tampo-
co cortan a ningun otro lado. De lo contrario, diremos
que el poligono es céncavo.

Un cuadrilatero (poligono de cuatro lados)
convexo y uno concavo.

En 1933, Esther Klein, una estudiante de Fisica de Bu-
dapest, observé lo siguiente:

Si situamos cinco puntos
en el plano en configura-
cion general, siempre es
posible seleccionar cua-
tro de ellos formando un
cuadrilatero convexo.

¢ Podrias probar la observa-
cion de Esther Klein?

Por aquel entonces, ella formaba parte de un club
de jovenes estudiantes, aficionados a las matemati-
cas, que contaba entre sus miembros a George Sze-
keres, Paul Erdds o Paul Turdn, que luego serian al-
gunos de los matematicos mdas conocidos del siglo
XX. A los dos primeros les interesé especialmente
la cuestién. Tal y como lo cuentan Szekeres y Erdds
en su articulo! de 1935, Esther Klein dio una prueba
de su observacién y planteé el problema en gene-
ral: ;cudntos puntos en configuraciéon general haran
falta para poder dibujar siempre un poligono con-
vexo de 7 lados? ;Sera siempre posible si partimos
de una cantidad suficientemente grande de puntos?

En el mismo articulo, Szekeres y Erdés conjeturaron
que para cada namero de lados 7, la minima cantidad
de puntos necesarios en configuracion general es pre-
cisamente 2" >+ 1 [1]. Hoy en dia, la conjetura se ha
comprobado Unicamente hasta n = 6: en este caso,
2°7?+1 =17 puntos determinan siempre un hexa-
gono convexo. Como prueba de la complejidad del
problema, este ultimo resultado fue demostrado tras
una busqueda exhaustiva a ordenador dirigida por el
mismo Szekeres y Peters. La prueba fue publicada en
un articulo? un afio después de la muerte del primero
en el 2005. De manera similar a la observacién origi-
nal de Klein conn = 4, consiguieron reducir el pro-
blema a una cantidad finita de casos para la configura-
cion de los puntos y se llegd a que 17 eran suficientes
para siempre poder construir un hexagono convexo.
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Un hexagono convexo contenido en 17 puntos en configura-

cién general.

Por otro lado, los esfuerzos de las matematicas mas
clasicas han llegado a resultados generales en 7
, acercandose a una prueba definitiva de la conje-
tura. En su articulo original, Szekeres y Erdds pro-
baron que la cantidad de puntos que harian falta no
s6lo serfa siempre una cantidad finita, sino que era
como mucho (27?—24> un resultado que se obtie-
ne a partir del Teorema de Ramsey'. Mas tarde, en
1960, lograron demostrar que el 2" >+ 1 de su
conjetura es de hecho una cota inferior para el pro-
blema3 Esto demuestra que, por ejemplo, hay con-
figuraciones de 8 puntos que no permiten dibujar
un pentigono convexo ya que2’ °+1=9>8.

Con el objetivo de alcanzar la igualdad, desde enton-
ces el punto de foco ha estado en afinar mas las cotas
superiores. La dificultad se encuentra en que, aunque
la teoria de Ramsey proporcione cotas generales, es-
tas son muy alejadas de lo que afirma la conjetura de
Erdés y Szekeres. La mas precisa que se ha demostra-
do hasta el momento se publicé en el 2020 y es™:

2n—|—0(\/nlog n)

La conclusién insatisfactoria de estos resultados
amarga un poco lo que en principio fue conocido como
“El problema del final feliz”. Este nombre fue el apodo
que le dio Erdés, que estaba convencido que trabajar
en ello fue lo que unié a sus dos compaifieros Esther

Klein y George Szekeres, que se casaron en
1937 y siguieron juntos hasta el fallecimien-
to de ambos, separados por una hora.

2. Familias intersecadas.

Consideremos un conjunto A de 7 pun-
tos en el plano que, del mismo modo que
en el problema anterior, se encuentran en
configuracién general. Consideremos que
unimos ahora todos los puntos de A a tra-
vés de segmentos. Llamamos familia intere-
secada a un subconjunto de estos segmen-
tos tal que todos ellos se cortan entre si.

El problema de las familias intersecadas (en
inglés: crossing families) consiste en dar una
cota inferior para el tamafio de la familia in-
tersecada mas grande entre los segmentos
resultantes de unir todos los puntos de un
conjunto. Esto es: dado un conjunto de 7
puntos en configuracion general, ;de qué
tamafio debe existir necesariamente una
familia intersecada de segmentos unien-
do tales puntos? En el siguiente ejemplo,
se ha resaltado en rojo la familia interseca-
da mas grande. Como se observa, para este conjun-
to de seis puntos, la familia es de tamafio tres y, sin
embargo, resulta facil construir conjuntos de igual o
mayor cantidad de puntos tales que no hay en ellos
familias intersecadas de mas de dos segmentos.

8 puntos en configuracién general que no contienen
un pentagono convexo.
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Familia intersecada de tres segmentos.

En 1994, se publica un trabajo® en el que colabora-
ron siete matematicos, entre los cuales, como ade-
lantdbamos, se incluyen Erdés, y también Daniel J.
Kleitman, (asesor y cameo en la archiconocida peli-
cula El indomable Will Hunting). En esta publicacion
llegaron a probar la siguiente proposicién: para todo
conjunto de n puntos en configuraciéon general, exis-
te necesariamente una familia intersecada de al me-

nos vn/12 segmentos. Asi, podemos asegurar que
para un conjunto de 13 puntos existird una familia
intersecada de dos segmentos (esto es, hay segmen-
tos que se cortan), jpero no podemos asegurar que
existird una familia intersecada de tres segmentos
para conjuntos de 48 puntos! Si no os parece un re-
sultado lo bastante fuerte, es porque no lo es: por
algo estamos hablando de un problema abierto. Para
llegar a esta conclusién, Erdés y compafifa conside-
raron primero un caso en el que los puntos se dis-
tinguen con dos colores y solo pueden unirse puntos
de colores diferentes. Con esta restriccién lograron
probar que existe una familia intersecada de tamafio

Y n/24, e incluso disefiaron un algoritmo relativa-
mente sencillo para construir tal familia. De esta cota
deducen después la general sin distincion de colores.

Sin embargo, incluso los propios autores del trabajo
tenian fundadas sospechas de que este no era, ni por
asomo, el mejor resultado que se podia obtener. Creian
que debia existir una cota inferior, incluso lineal (en
relacion al nimero de puntos), para la familia interse-
cada mas grande posible. Esta creencia la basaron en

que, si generamos conjuntos de puntos aleatorios por
ordenador, obtenemos siempre familias intersecadas

mayores de lo que la timida cota de v n/12 asegura.
;Elsiguiente paso?Sebuscan ¢ > 1/2y C' > 0 (ideal-
mente £ = 1) para los que pueda asegurarse que:
para todo conjunto de puntos en el plano en configu-
racion general, al unir todos ellos por segmentos, exis-
te una familia intersecada de tamario al menos Cn'.

;Os atrevéis a intentarlo?
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Entrevista a

Nicolas Atanés

Por Daniel Lozano Sdnchez

mundo.

Hoy tenemos el placer de entrevistar a Nicolas Ata-
nes: un joven intrépido de 17 afios que lucha por ha-
cer ver a la gente que las matematicas desempeiian
un papel fundamental en nuestras vidas.

Nico decidi6 crear Virus Matematico el 2 de febrero de 2020 con el
objetivo de promover y defender las matematicas. Desde entonces
se han llevado a cabo diversas iniciativas en distintos puntos de Es-
pafa y, poco a poco, se va viendo cémo este grupo de personas apa-
sionadas por dicha materia va creciendo y conociéndose en todo el

Buenos dias Nico. Estamos encantados de tenerte
hoy aqui con nosotros.

iSaludos QED!

Para empezar, cuéntanos un poco sobre tiy qué es
Virus Matematico.

Soy un estudiante de bachillerato que, cansado de ver
a la gente poco interesada por las matematicas, decid{
hacerme activista para expandir el interés en estas a la
sociedad. De ahi nace la iniciativa de Virus Matemati-
co, para hacer llegar las matematicas a todas aquellas
personas que las ignoran o las creen inutiles.

Sabemos que habéis tenido varias iniciativas en
distintos puntos de Espafia, lo pudimos ver en las
noticias. ;Cudles han sido y en qué consistieron?

Pues el 6 de diciembre de 2020 organizamos la Accion
de Diciembre, donde hicimos una presentacion virtual
que pudo seguirse por YouTube y tuvo bastante reper-
cusion. Me llamaron de Las mafanas de Radio Nacio-
nal para que contara qué ibamos a hacer. Mas tarde,
el 4 de abril de 2021, organizamos MatemAbril en las
calles de Pamplona y Sevilla. Adrian Macias fue quien
lo hizo en Sevilla y salié en los informativos de Canal
Sur.

El 30 de julio organizamos la Accién de Julio, que fue-
ron juegos de matematicas en varias ciudades: Leon,
Madrid, Valencia, Ourense, A Coruiia... En Navarra
tuvo bastante repercusion.

La dltima iniciativa fue el 8 de octubre, con la Accion
de Octubre, que organizamos en varias ciudades tam-
bién.

Nico, ;nos podrias hacer un pequefio adelanto de
cuando y ddénde seran las préximas iniciativas?
(Qué eslo que tiene Virus Matematico en mente?

Queremos organizar un congreso de divulgacién de
las matematicas en abril del 2022, que atraiga a varios
matematicos y personas muy conocidas en el mundo
actual. Nos gustaria hacer un hito histérico en la ma-
tematica contemporanea y estoy seguro de que lo va-
mos a conseguir.

Vamos a hablar un poco de como estan las mate-
maticas hoy en dia. Ultimamente se esta escuchan-
do cada vez mas que las matematicas “se ensefian
mal” y que hay que cambiar el enfoque de la en-
sefianza. ;Qué opinas sobre este tema? ;Crees que
tiene alguna relacion directa con el alto fracaso
escolar que hay en esta materia?

Yo creo que en bachillerato las matematicas se ense-
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fian de manera muy mecanica. Es tipico oir “apréndete
esta férmula de la asintota” y la gente no sabe ni qué
es una asintota. Habria que razonar, ver como se lle-
ga a los resultados que nos ensefian, guiar hacia unas
matematicas que gusten, y dejar de mecanizar todo
porque de esa manera solamente hacemos mas difi-
cil que los jovenes quieran ser matematicos. En clase
deben ensefiar matematicas como si fueras a hacer-
las, la Olimpiada Matematica es buen ejemplo. Tengo
varios compafieros en la universidad y esta claro que
el enfoque de la materia es totalmente distinto. Dicho
por ellos mismos (que tienen la comparativa univer-
sidad-colegio): “directamente lo que se hace en las
escuelas es dar las técnicas necesarias para resolver
problemas tipo, por lo que el alumno solo se encarga
de aprenderlas y repetirlas en el examen”. Pero esto
es como aquel proverbio que dice asi: “dale un pez a
un hombre y comera hoy, dale una cana y enséfiale a
pescary comerd el resto de su vida”. En el colegio se da
el pez, pero no se enseifia a pescar. Cuando a alguien le
das todo hecho sin necesidad de razonar, reflexionar
y pensar, pierde el interés que hay detras de todo ese
proceso, se olvida y acaba por no importarle. Las ma-
tematicas no son asi, de hecho, son todo lo contrario.
Se nota sobre todo en el enfoque de la Selectividad.
Cuatro temas distintos con unos cuantos problemas
tipo cada uno. Te miras unos pocos examenes de otros
afios y ya sabes mas o menos lo que vas a tener que
hacer en el examen. Pero luego cuando cae algo dis-
tinto en lo que hay que razonar o pensar mas de la
cuenta, entonces surgen quejas y sale en los teledia-
rios. Se escuchan cosas como: “jeste examen ha sido
super dificil!” Normal, si nos tienen acostumbrados
a vomitar en el examen y olvidar los conocimientos
unos dias después, todo lo que implique razonar nos
resulta complicado. No sabemos qué son las matema-
ticas realmente.

Icono de Virus Matematico;
@VirusMatematico en Twitter.

Mucha gente, desde joven, ya presenta cierta ani-
madversion hacia las matematicas ;Cé6mo se po-
dria ayudar a que los jovenes no sientan tanto re-
chazo hacia este campo de la ciencia?

Los profesores deberian dejar de exigir a los alumnos
hacer las cosas a su manera y los alumnos deben de
dejar de tener miedo a equivocarse. Que bastante se
equivocan pensando que las matematicas son niime-
ros. Luego el que menos sabe es el mas popular, y eso
seguro que no pasa si no sabes sobre otros ambitos
que son mas conocidos entre la gente de mi edad,
como quién es Ibai Llanos. Es un problema realmente
serio. Si sales a la calle y preguntas a jévenes que si
les gustan las matematicas o si las entienden siquiera,
te llevas una gran sorpresa y no precisamente agra-
dable.

Es claro que hay un problema y el que no lo reconozca
es porque esta mirando a otro lado.

¢.Coémo ves, por ejemplo, que en un bar a un grupo
de amigos le haga gracia que uno de ellos no sepa
resolver una ecuacion de segundo grado, pero si
alguien dice que no sabe quién escribié el Quijote
o quién fue Cristobal Colén le miran mal? Con esto
quiero decir: ;crees que las matematicas no ocu-
pan el espacio cultural que se merecen?

Es cierto, y me entristece muchisimo. Es uno de mis
objetivos, que los Congresos Internacionales de Ma-
tematicos sean un evento mas popular. Seguro que el
Mundial de 2022 sale en todos los periddicos, pero el
Congreso de 2022 con suerte sale en EL PAIS... Hay
mucho trabajo por hacer todavia con respecto a este
tema. Creo que seria mas facil si hiciéramos ver a la
gente que las matematicas estan realmente detras de
casi todo, por no decir todo.

Has tenido otras entrevistas con medios impor-
tantes. ;Crees que a raiz de estas entrevistas e
intervenciones se podria difundir la palabra de
Virus Matematico de una manera general? ;Se po-
drian conseguir grandes cambios en la forma de
ver las matematicas?

Mi objetivo esta lejos de cumplirse, pero se cumpli-
ra. Pido seriedad en este asunto. Las matematicas no
se pueden ensefiar asi de mal, ni la sociedad deberia
verlas como numeritos... Los medios nos ayudan a dar
difusion a lo que hacemos, a animar a la gente a salir a
pedir ayuda ante esta situacion.

Nico, un resumen de qué son para ti las matemati-
casy por qué deberiamos difundirlas y enseifiarlas
como se merecen.

Hay que difundirlas porque son méas importantes de
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lo que parece. Si no ensefiamos las matematicas como
se merecen, podriamos estar en otra crisis matema-
tica por falta de nuevos matematicos, e incluso que
desaparezcan tal y como se conocen hoy en dia en el
ambito universitario. La sociedad tiene que cambiar la
forma de verlas urgentemente si queremos que esto
no ocurra. Si el futbol se ha vuelto importante en un
siglo, y nos hemos vuelto relativamente conscientes
del cambio climatico en tres afios, ;por qué haria falta
mucho mas tiempo para las matematicas?

reacciones nucleares en
las que las matematicas.
‘uelven a estar presentes.

Estrellas

Muchas gracias, Nico, por haber estado aqui con
nosotros. Ha sido un placer y esperamos que Virus
Matematico siga creciendo tanto como lo ha hecho
hasta ahora.

iMuchas gracias a vosotros! Ojala dé resultados y la
gente vea las matematicas de forma diferente. Somos
el Nicolas Bourbaki del siglo XXI.

Captura de pantalla del video de no-
minacion de Nicolas en los VI Premios
Navarra Television en la categoria
Valores jovenes.

Marcos Aldiz, coordinador de Ledn, en
las Lednjoven Youth Talks del Ayunta-
miento de Ledn.

Videollamada con Mariya Gabriel, Co-
misaria europea de Educacién.
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LA BELLEZA OCULTA EN DECORAR CARTAS
Por Pablo Sdnchez Peralta

Ana tiene la costumbre de pintar las esquinas de las cartas que escribe. Siempre utiliza 4 colores distintos:
rojo, amarillo, verde y azul. Para empezar, ordena las pinturas de izquierda a derecha, y segtin su posicion
las relaciona con una esquina (como en la imagen). Ademas, tiene la mania de que el rojo y el amarillo van en
esquinas opuestas, es decir, colorean los extremos de la diagonal imaginaria que atraviesa la carta. Le gusta
variar la forma en la que decora su correspondencia, y por ello siempre trata de usar todas las configuraciones
posibles hasta volver a repetir alguna.

Sin embargo, hay una dificultad afiadida, Ana es ciega. Esto es un problema para ella porque pasa tanto tiempo
entre una carta y otra que ya no se acuerda de dénde esta cada color (solamente est4 segura de que entre el rojo
y el amarillo se encuentra otro color), y no quiere repetir unas decoraciones mas que otras.

Todo esto ha llevado a Ana a pensar en seguir una regla de oro para cambiar los colores de las esquinas, esto es,
hacer siempre el mismo movimiento de las pinturas ordenadas de izquierda a derecha, una y otra vez, con el ob-
jetivo de recorrer todos los posibles disefios una sola vez hasta llegar al inicial. Un movimiento puede consistir
en varios intercambios, por ejemplo, primero desplazarlos una posicion hacia la derecha (salvo el extremo dere-
cho que pasaria a ser el extremo izquierdo) y luego intercambiar 2 pinturas (de posiciones validas), se considera
como un solo movimiento. La tnica restriccion es que una vez elegido dicho movimiento ya no puedes cambiar
de opcidn, solamente repetirlo una y otra vez.

:Qué puedes decirle a Ana sobre la regla que busca?

TRAGEDIA EN LA GEODESIA
Adaptado por Samuel Nevado Rodrigo

Dos profesores de geometria se encuentran perdidos tras una larga etapa de senderismo. Cansados, reposan en
un sitio que les resulta familiar, y pregunta uno:

- Pablo, ;sabes donde estamos?

- No sé, Josechu, pero me he dado cuenta de lo siguiente: nos hemos encaminado un kilémetro hacia el sur, otro
al oeste y, por ultimo, hemos recorrido un kilometro dirigiéndonos al norte, todo para volver a acabar en el mis-
mo sitio. No alcanzo a comprenderlo.

Habiendo escuchado a su compafiero de aventuras, Josechu sonrie:
- Ya sé donde estamos, Pablo.

;Dénde se pueden encontrar Pablo y Josechu?

SIGNO Y SENO

Por Javier Aguilera Villegas

Os reto a resolver la siguiente integral: [ = f sgn (sin(e”)) dx
Donde sgn es la funcién signo: 0

lsix>0
sgn(z) =1—1siz<0

Ostx=0

{,TE HAS FIJADO?

Las paginas de esta revista
esconden un patron determinado.
Sin 4nimo de dar la pista,
ceres capaz de seguir el enumerado?

Si no logras dar con la respuesta,
mdndanos un correo a qed.asociacion.ciencias@uam.es, o contdctanos via
Instagram (usuario: qed.uam) o Twitter (usuario: qed_uam)
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. Te atreves con las Olimpiadas?

Soluciones en la siguiente pagina

LA RANA SALTARINA

Olimpiada Iberoamericana Universitaria de 2019, adaptado por Pablo Soto Martin.

Una rana se encuentra en un vértice de un cubo. Al cabo de un minuto, la rana salta a uno de los vértices con-
tiguos a los que est4 con la misma probabilidad. Si la rana empieza en el vértice A, ;cudl es la probabilidad de
que la rana vuelva al vértice A tras 7 minutos?

CONJUNTOS AUTONOMOS

Olimpiada Matematica internacional de Bulgaria de 2019, adaptado por Mateo Rodriguez Polo.

Decimos que un conjunto F de subconjuntos de IN es auténomo si esta totaltemente ordenado por la inclu-
sién. Esto es, si & C P(IN) es tal que para cada par de conjuntos A y B en F , se tiene que o bien A C B
obien B C A ;Existe un conjunto auténomo con cardinal no numerable?
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Cructy

Horizontal

1. Matematico alemadn, el que se integra muy bien entre amigos.

5. Rama de las matematicas que no es Topografia.

6. ;Qué me dices, que sirve para medir distancias? Normal.
7.Cardinal de N, Z, Q.

9. Lo son x3, sin(x) y 37.

10. Demostracién que comienza tirando la primera ficha del dominé.

Vertical

2. Donde la operacién es independiente del orden de los argumentos.

3. Premisa que se asume.

4. Te contradigo en que éste es el método de demostracién mas elegante.
8. Una de las trigonométricas.

10
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Soluciones a los problemas de Olimpiada y
los acertijos

LA RANA SALTARINA

Decimos que un vértice estd a d saltos de otro vérti-
ce, si se necesitan d saltos de rana para llegar de un
vértice a otro. Asi, podemos dividir los vértices en gru-
pos en funcidén de como estén de alejados del vértice
A. Asi, un elemento que esté a distancia d, se podra
mover de un salto a uno que esta a distancia d — 1
o d+ 1.El diagrama de transcién queda como en 1.

Podemos observar con esto que no se puede volver a
A con un niimero impar de movimientos. Si 7 es par,
el nuevo diagrama de transiciéon queda como en 2.

El caso base es f(0) = 1 (la probabilidad de volver
a A tras 0 movimientos es 1).

1 2/3

1/3 2/3

Si desarrollamos esta recurrencia, podemos ver por
induccion que

En resumen, la probabilidad de que la rana vuelva
al vértice A tras m minutos es 0 si n es impar, y

%4_%3" si m es par.

1/3
1

A Figural.

2/3

1/3

2/9

719

A Figura 2.
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Soluciones a los problemas de Olimpiada y
los acertijos

CONJUNTOS AUTONOMOS

Si, existen conjuntos auténomos no numerables. Sea
¢ :Q — N una biyeccién. Si encontramos un con-
junto G no numerable de subconjuntos de (Q orde-
nado por inclusién, tendremos que ¢ (g) sera auto-
nomo y no numerable, pues una biyeccién preserva la
inclusion y el cardinal (por definicién).

Para cada £ € R, considérese el siguiente conjunto:

G.={g€ Qg <z} =(-o0,2)N Q.

Es trivial comprobar que G:= {GI:x e R} esta
ordenado totalmente por inclusién, y ademas es no
numerable, pues por ser () denso en R, G, # G,
si T # y. Por tanto, el conjunto ¢ (Q) es autonomo
y no numerable.

Como desafio adicional, ;qué aspecto tiene un con-
junto auténomo no numerable como subconjunto de

P(N)?
SOLUCION AL CRUCIGAMMA
Horizontal

1. Riemann
5. Topologia
6. Norma

7. Alephcero
9. Impar

10. Induccién
Vertical

2. Abeliano

3. Axioma

4. Contradiccion
8. Coseno

LA BELLEZA OCULTA EN DECORAR CAR-
TAS

Para poder responder a esta pregunta hay que cono-
cer qué tipo de movimientos podemos hacer. Por ello
empezamos por ver que hay 8 combinaciones de co-
lores posibles segun las reglas de Ana. Son 8 ya que
para la esquina superior izquierda nos vale cualquier
pintura que elijamos, esto es hay 4 opciones, y luego
para la siguiente posicién solo quedan 2 posibilidades
(recuerda que Ana siempre intercala los colores rojo
y amarillo).

Ahora que conocemos todas las posiciones, esta claro
que rotar todos los colores una posicion a la derecha
(salvo el extremo derecho que pasaria a ser el extremo
izquierdo), es un movimiento que lleva decoraciones

validas en otras combinaciones que también usa Ana.
Este movimiento lo vamos a denotar por (1234), que
abrevia la accién de llevar la pintura de la posicién 1
ala2,ladela2ala3,ladela3alad4yladela4a
la 1. También hay otros distintos, por ejemplo inter-
cambiar las pinturas de las posiciones 1 y 3, que con
la notacion anterior se escribe (13). Si partimos de la
decoracidn inicial (la que esta en el dibujo), se pue-
de comprobar que si uno aplica estos movimientos o
combinaciones de ellos, podemos llegar a cualquiera
de las otras 7 configuraciones. Esto quiere decir que
cualquier regla que busquemos va a ser una combina-
cién de estos movimientos.

Supongamos entonces que existe la regla que Ana
busca. Puesto que este movimiento recorre todos los
posibles disefios una sola vez hasta llegar al inicial,
(1234) y (13) deben ser el resultado de aplicar varias
veces seguidas la regla de oro. Por otra parte, como
solamente hay 8 decoraciones posibles, nuestra regla
aplicada 8 veces seguidas es lo mismo que no hacer
nada. Para (1234) esto pasa si lo hacemos 4 veces, y
para (13) basta con 2 iteraciones. A este nimero lo va-
mos a llamar orden de un movimiento. Ahora bien, si
usamos el giro a derecha (1234) dos veces seguidas,
acabamos con una configuracién equivalente a hacer
el movimiento de orden 2 dado por (13)(24) (esto es
intercambiar los colores de las diagonales). Los mo-
vimientos (13) y (13)(24) son distintos, pero nuestra
regla de oro nos dice que solo hay un movimiento de
orden 2, que es el resultante de aplicar la regla 4 ve-
ces seguidas. Entonces, ;qué esta pasando aqui? Pues
simplemente, que no existe esa tal regla de oro que
Ana busca (este argumento se basa en una propiedad
general de los llamados grupos ciclicos).

Pero, ;acaso nos vamos a conformar con un simple no?
Esto son matematicas, y podemos darle una regla de
plata a Ana. Esto es, quizas no puedas aplicar siempre
el mismo movimiento, pero puedes recorrer todas las
posiciones aplicando primero un movimiento y lue-
go otro, y asi sucesivamente. De modo que buscamos
dos movimientos que como resultado final den otro
de orden 4 (observa que cada vez que se aplican esos
dos movimientos se recorren 2 posiciones distintas).
Asi que si tomamos (1234) como elemento de orden
4, podemos entonces elegir como primer movimiento
nuestro conocido (13) y como segundo (12)(34), que
cambia los colores de una vertical de la carta a otra.
Por supuesto, hay mas de una regla de plata (de hecho
hay tantas como 8, pero para esto quizas ayuda a dar-
se cuenta de que todos estos movimientos forman lo
que se llama un grupo diédrico de orden 8).
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Soluciones a los problemas de Olimpiada y
los acertijos

SIGNO Y SENO

Lo primero de todo es darse cuenta de que :

k=1

log () + log(ﬁ< k ’ 1 )U)k).

k=1

% (=1)*
log () +Zlog<<k;; 1 ) )=
C={8€R+:sin(68) =0} = {log(nn):n € N} N
Sabiendo esto, podemos poner la integral como una

suma de integrales sobre los intervalos donde nuestra
funcién vale enteramente 1 0 —1 .

sea P12, (£

Por ejemplo:

log () log () Dividimos P en dos productos, uno con las k paresy

ogl\T og (Tt . .

L= /(: ¢ sgn (Sin (el‘)) dr = /0 & dz; otro con las impares:
= 2k+1 = 2k ~1
log(2m) log(27) p= _
L=[ """ sgn(sin(e)dr=—[ """ du ﬂ( o% )ﬂ )
log(m) log(7r) ﬁ((2k+ 1) (2k—1) )

Por tanto 1 (Qk) (Qk)

1= sgn(sin(e®) do + Mo matn)

que es el inverso del producto de Wallis. Si W denota

o rlog((k+1)m) . B
= /10g(1m) sgn (sm (e )) dx = este producto, entonces sabemos que
log(m) o rlog((k+1)n) k T o2
— = W=g=P=W ==
fo e kZ=:1 flog(lm) D% 2~ T
0 k Como
+ - + - =
log (1) k;( 1) (log ((k + 1) 1) — log (k) I = log (1) + log (P) =
x 2
log (1) + Z (— 1)klog(%> = I=log(m) + 10g<f) =log(2)
k=1

En conclusioén:

fooggn (sin(e”))dx = log(2)

TRAGEDIA EN LA GEODESIA

Pablo y Josechu podrian estar en el Polo Norte, pero
también un kilometro al norte de un paralelo que
mida 1 kilébmetro en longitud (muy cerca del Polo
Sur). O uno con una longitud de medio kiléme-
tro, un tercio de kilémetro, un cuarto... La reali-
dad es que hay infinitos puntos donde podrian
encontrarse. Te invitamos a ver este video
para entender el acertijo y el conjunto de sus
soluciones en su totalidad:

h [ /Www. .com/watch?v=00zz-
ncDpZo0
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Resena literaria

El tio Petros y la conjetura

de Goldbach

Por Nicolds Rey

“Las matemdticas son como un drbol con
raices firmes (los axiomas), un tronco fuer-
te (la demostracion rigurosa), y ramas

que crecen constantemente y dan flo-

res maravillosas (los teoremas)’.

El Tio Petros y la Conjetura de Goldbach (pag.
81).

Prepare su pensamiento. Le invito a recordar a una
persona que esta en su familia, a la que no conoce
como le gustaria y que esta presente en las conversa-
ciones con familiares cercanos (generalmente mayo-
res que usted), siempre rodeada de un aura de miste-
rioso pasado y molesto presente o futuro. Es esa tia,
ese primo lejano o ese abuelo raro del que hablan lo
justo y nunca para cosas buenas. Sin embargo, a usted
no le infunde rechazo, sino una curiosidad inocente.

Este es el caso del protagonista de El tio Petros y la
conjetura de Goldbach, escrita en griego por Apos-
tolos Doxiadis en 1992, reescrita por él mismo en
inglés en 1998 y traducida al espafiol en el 2000 por
Ediciones B. El joven protagonista, cuyo nombre no

se revela, ve desde pequefio a su tio paterno Petros
Papachristos a través de los ojos prejuiciosos de su
padre y su otro tio. Los comentarios de su padre, que
es un dramatico, no logran aleccionar al sobrino de
Petros, que va desarrollando una curiosidad casi ob-
sesiva por su tio. El chico va recibiendo algunas res-
puestas: primero aprende que su tio es aficionado al
ajedrez y a las matematicas (dos disciplinas a menudo
emparejadas); poco después, que fue catedratico en la
universidad de Munich. En este punto, el joven mejora
considerablemente su rendimiento escolar en calculo
y algebra a la par que se obsesiona mdas y mas por su
tio. Por fin, su padre le cuenta parte de la historia de
Petros Papachristos. Naci6 en Atenas en 1895, y desde
la infancia mostré un talento precoz para las matema-
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ticas. No habiendo terminado la secundaria, su padre,
el abuelo del chico, le mandé a Alemania a estudiar
la carrera de Matematicas. Con veinticuatro afios, se
convirtid en el profesor titular mas joven de la univer-
sidad de Munich, y termin6 por regresar a Grecia en
1940 a causa de la II Guerra Mundial. La vida del tio
Petros, exitosa a ojos del protagonista, no lo es tanto
para su padre: el profesor Papachristos “cometio el
peor de los pecados” malgastando su don en la conje-
tura de Goldbach.

“—;Qué? —pregunto el chico.

—Bah, un acertijo absurdo, algo que no le in-
teresa a nadie salvo a un pufiado de ociosos aficiona-
dos a los juegos intelectuales.

—¢Un acertijo? ;Como los crucigramas?

—No, un problema matematico, pero no cual-
quier problema..”

Y al padre no le falta razoén. Al principio, la conjetura
de Goldbach se presenta como un problemilla, algo
para pasar el rato. Su enunciado es este:

DEMUESTRA QUE TODO NUMERO PAR MAYOR
QUE 2 SE PUEDE ESCRIBIR COMO LA SUMA DE
DOS NUMEROS PRIMOS.

;Sencillo? Ojala se lo parezca, querido lector, y lo re-
suelva. Le colmarian la fama y satisfaccion de haber
resuelto uno de los problemas mas tortuosos y ele-
gantes que estan sin resolver en la matematica actual
(desde que Christian Goldbach se lo propusiera por
carta a Leonhard Euler en 1742). Se han hecho nume-
rosos avances en la conjetura, y se ha demostrado el
resultado para los ntimeros pares de hasta 17 cifras.
Vuelvo a nuestro joven griego. Tras la historia de su

lautor de El tio Petros y la conjetura de Gold-
bach, Apostolos Doxiadis, naci6 en1953

padre (no completamente cierta), el joven se intere-
sa aun mas por su tio. Al acabar su penultimo curso
de bachillerato, acude a la casa de éste para contarle
que él también quiere estudiar Matematicas. Este es
el primer contacto poderoso entre tio y sobrino. Pe-
tros le confirma que él no pudo resolver la conjetura.
Le propone un acertijo para las vacaciones de verano,
con el propésito de evaluar sus aptitudes en la ciencia
pura. “El problema sera dificil. No cualquiera puede
resolverlo, pero si tienes dotes para ser un gran ma-
tematico, lo conseguiras”, le indica Petros. “Quiero que
intentes demostrar que

TODO NUMERO PAR MAYOR QUE 2 ES LA SUMA DE
DOS PRIMOS".

El joven sobrino, que ignora el célebre enunciado, lo
intenta y fracasa, y su tio le fuerza a jurar que va a
abandonar cualquier relacién con las matematicas.

A partir de aqui, el joven experimenta diferentes fases
en la percepcion de su tio, asi como yo mismo las pasé
leyendo el libro y como el lector las puede experimen-
tar. Es una novela corta, de diferente extension segin
la edicion (160-200 paginas), muy facil de leer y con
un tono tranquilo y relativamente amable. (Para los
miembros de la comunidad universitaria de la UAM, se
encuentra en la biblioteca de la facultad de Formacion
de Profesorado y Educacidn). En la parte central de la
obra, el tio Petros expone la historia de su vida ante el
protagonista, que acabara siendo su “sobrino favorito”.
El recorrido del protagonista, desde las primeras im-
presiones hasta su ultima vision del tio Petros, es muy
humano. El lector no necesita conocer la matematica
para entender el libro; las notas al pie escritas por el
propio sobrino son deliciosas y ayudan a enmarcar los
avances suyos y de su tio. Ademas, tanto el protagonis-
ta como su tio se encontraran (en la ficcién, al menos)

CULTURA = 69

con algunos de los principales matematicos del siglo
XX, como Hardy, Littlewood, Ramanujan o Godel.

Encuentro notable la narracién de un tépico que se
suele asociar a los matematicos: la obsesién. Es un
tema recurrente en la obra, tanto la del tio Petros por
la conjetura de Goldbach como la del sobrino por el
tio. La fijacion enfermiza de algunas personas por las
matematicas no es un asunto menor. Reconozco que
no tengo amistad con ningin profesor o investigador
matematico, pero es un hecho (y en la obra se refleja)
que la mente de algunas personas que se dedicaron
a esta disciplina acabd nublada, incoherente, perdi-
da. La concentracion, la abstraccion, la agilidad de las
ideas son herramientas necesarias para un matema-
tico, si, pero no deberian ponerse por encima de la
propia salud. Este libro puede servir de introduccion
a esta situacion a quien no la conozca, y de objeto de

:

El tio Petros

reflexion. ;Por qué razén trabajan los matematicos?
;Qué les motiva? Rara vez es por la mera busqueda de
la bella verdad que encierran las matematicas. A veces
es el amor, o el desamor, o la fama, o las expectativas
familiares.

A veces es por inercia de lo que se hizo bien en el insti-
tuto, o porque es un campo quepromete buenos ingre-
sos. El lector puede pensar sobre estos temas al leer la
novela, o no hacerlo, pues también esta escrita con un
tono cédmico muy disfrutable. Mirecomendaci6n, por
supuesto, cualquiera que sea su intencion, es que se
lo lean.

en Brisbane, Australia, y es griego. Es es-
critor de novelas didacticas sobre las ma-
tematicas. La ultima y también recomen-
dable es Logicomix (en espafol: Editorial
Sins Entido, 2011), una novela grafica en
la que Doxiadis relata el cambio profundo
en los fundamentos de las matematicas en-
tre el siglo XIX y principios del XX.

y la conjetura

Goldbach

TIENPOS MODERNOS
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Biografia a lo Hamilton:

Pitagoras

Por Pablo Garcia Ferndndez
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¢Como pudo un griego de Samos;
matematico, fildsofo, politico con liderazgo;
creador de una escuela que durd casi 200 afos,
fundada en Crotona, con un afan internacional claro;
llegar a ser nuestro representante mas afamado?

Con sus pitagoricos establecié una hermandad,
asentada en Crotona, su querida ciudad.
Busco con sus propios medios darle capitalidad
de un imperio de politica y moralidad.

Una filosofia nueva y radical
donde el nimero era lo primordial.
También habia un secretismo exagerado
que se terminé rompiendo por todos lados.

Con su escuela fundé una universidad:
todos trabajan en un objetivo comunal.
No debia haber egos ni fama vulgar,
el trabajo propio es de la hermandad.

Un lugar de conocimiento
no discrimino, acepto todos los sexos,
origenes, potencial enriquecimiento...

lo Gnico que importa es tu comportamiento.

Produccién matematica espectacular,
el teorema mas popular.
¢;Raiz de 2 es irracional?

Eso destruye mi filosofia sensacional.

Después del ataque del 508
a mi querida Crotona,
algunos dicen que mi moral baj6 un tocho,
pero mi teorema sigue siendo la joya de la corona.

—Dinos cémo se llama, dinoslo ya.
—Eso, ain me pregunto cémo se llamara.
—Por su nombre le conoceras.

—Yo soy... Pitagoras.
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Resena literaria

El valor desconocido

De Hermann Broch

Texto e ilustracion de Lucia Yubero Ferndndez

“De lo que se trata es de la realidad”, de la nece-
sidad de atrapar una porcién de ese exterior
grande, lejano e inefable. Tres miradas divergentes
descomponen ese entramado de relaciones: la de Ri-
chard, la de Susanne y la de Otto Hieck. Los hermanos

HERMANN BROCH

TRADUCCION DE ISABEL GARCIA ADANEZ

arrastran la sombra de un padre nebuloso, casi iluso-
rio y profundamente equivoco. Reelaborando la he-
rencia paterna que late en sus respectivos interiores,
ansian un pedazo diferente de realidad. Es impres-
cindible abandonar la atmoésfera de incertidumbre
inasible, de terror palpitante,
que continla impregnando
su hogar a pesar de la muerte
del padre. Son personajes en-
vueltos, cuyos cuerpos estan
rodeados de una cubierta con
poca elasticidad. La rigidez es
condicién de posibilidad de la
ruptura del envoltorio de la
existencia. Cuando esto suceda,
el verdadero yo saldra a la luz,
y, con ello, el “valor descono-
cido” de la vida. Como procla-
maba el padre, “el mundo arde
en nuestro interior, no fuera de
nosotros”. La claridad se forma
en la oscuridad del lenguaje, en
aquello que a Richard, a Susan-
ney a Otto les resulta demasia-
do dificil de expresar, pero que
se intuye continuamente. Asi,
la realidad del mundo se palpa
en un lenguaje medio ordenado
que, simultdneamente, encierra
y desconoce lo esencial.

arrativasextopiso

El valor desconocido recoge la
busqueda (de la “verdad trans-
formada en conocimiento”) del
futuro doctor en matematicas
Richard Hieck. La huida de la
noche del padre constituye el
envoltorio de Richard: lo equi-
voco es angustioso e indecente.
De este modo, las matematicas
se configuran como refugio
para él por su limpieza y su ma-
ravillosa univocidad. Pero, pese
a constituir una red de realidad
inmensa y resplandeciente,
desenmarafiar su entramado
no es suficiente. Richard sabe
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que su meta no se encuentra en las matematicas (ni
siquiera en la ldgica), sino que su busqueda remite a
algo externo: “en la mas profunda profundidad
aparece, soleado, el mundo”. Las matema-
ticas son insuficientes, un elemento me-
dial entre él y el exterior. Broch, en la
época de publicacién de Elvalor des-
conocido (1933), consideraba la
ciencia fundamentalmente insu-
ficiente porque nunca alcanza un
caracter absoluto, de totalidad
universal, que es “lo que intere-
sa” y que el arte, por su parte, si
logra®.

Los hermanos Hieck representan
la “anarquia de valores”, la desinte-
gracion del mundo que, segin Broch,
resultéd de la secularizaciéon de Occi-
dente®. Cada uno se mueve en un sistema
de valores cerrado, coherente y antagonista

de los ajenos, en tanto que reclama un valor absolu-
to. Corresponden a los tres lados de un “tridngulo del
conocimiento”: arte, religion y ciencia (matematicas).

Asi, para tener la realidad en las manos, Otto recurre
al arte (a la experiencia de “lo sublime”), simultanea-
mente urgente y cognoscitivamente mudo. El mundo
de Otto es de dimensiones humanas: sus deseos y
alegrias quedan dentro de lo alcanzable. Su delgadez
contrasta con las pesadas cabezas y cuerpos de sus
dos hermanos mayores. El arte no posee la fuerza
coercitiva ni de la ciencia ni de la religion, de modo
que Otto se mueve en una esfera de ligereza vital. No
obstante, su personaje esta desgarrado: su alma es la
del pintor frustrado. ;Es Otto el que detiene vida, el
que tiene mayor conocimiento? Quiza si, porque todo
lo absoluto esta relacionado con la mundanidad (lo
propiamente matematico es ajeno a las matemati-
cas)® y todo conocimiento verdadero se dirige hacia
la muerte’.

Por su parte, Susanne se aferra a la religion, consti-
tuyendo un mythos, un universo ordenado y holisti-
co en medio de la “anarquia de valores”. Su persona-
je encarna una paz y seguridad inmensas; la religion
tiene un caracter incontrovertible, de forma que en el
sistema de Susanne todo obedece a una ley estable.
Es un mundo de absoluta objetividad, con una causa-
lidad indiscutible y una concepcién de lo espiritual y
lo simbélico como algo concreto. Susanne representa
la huida de lo pecaminoso del mundo, es decir, de lo
impredecible (el amor, la muerte, etc.). Por esto, ejerce
un particular influjo sobre Richard, estd permanen-
temente en su pensamiento y se configura como ele-
mento de su envoltorio.

La experiencia de una muerte real (en contraposicion
con la muerte ilusoria del padre) libera a Richard de
la pesadilla. Se trata de una experiencia absolutamen-
te empirica, completamente derivada del mundo. Por

HERMANN BROCH

(Viena,1886 - New Haven,1951)

Novelista, ensayista y poe-
ta austriaco de origen judio
atravesado por el desastre
moral y politico de la pri-
mera mitad del s.XX.

Junto con escritores como
Joyce, Kafka y Proust, se
considera uno de los gran-
des revolucionarios de la
novela.

primera vez, Richard tendra contacto con la realidad
metafisica como tal: vislumbra que se trata del cono-
cimiento o, equivalentemente, del amor. Del rostro de
IIse Nydhalm:
Pienso tu rostro
en mi ultimo ataud
debe acompariarme tu semblante®

Tiene lugar un proceso de expansion del yo. Esto equi-
vale al establecimiento de una armonia entre el mun-
do que lleva dentro dentro de si el sujeto de cognicién
(mundo interior) : “el mundo arde en nuestro interior
y no fuera de nosotros”. En realidad, lo empirico “nun-
ca surge de la experiencia real sino siempre a partir
del &mbito del yo, del corazén, de la mente™. ;Adon-
de voy?, se pregunta Richard incesantemente. “Y sin
respuesta esclarecida, lo humano permanece”!’. La ar-
monizacion es la supresion del deseo de escision de lo
animal y del conocimiento, el abandono de la Scientia
como Novia Celestial.

Alo largo de Elvalor desconocido, en forma de conver-
saciones y afirmaciones casi inocentes, Broch esboza
su teoria del conocimiento. En un didlogo con el pro-
fesor Kapperbrunn, Richard afirma: “una vez que ha-
yamos desarrollado la l6gica matematica de la manera
adecuada, tendremos la realidad en nuestras manos”.
Se trata de la comprensién de lo imprevisible a través
delo previsible. Broch busca una “profecialégica” que
anticipe la accién humana y las inspiraciones a

partir de todas las experiencias individuales (poten-
cialidades humanas) y de datos empiricos. Es decir,
una teoria de la experiencia omnipresente con una
necesidad evidente, axiomadtica y tautolégica. De esta
forma, se podria “conocer todo”. Con dicho conoci-
miento, el sujeto alcanzaria un estado de simultanei-
dad: el conocimiento del todo abole lo sucesivo, esto
es, el tiempo y la muerte. Se establece una especie
de inmortalidad interior: el mundo es victima de la
muerte y el yo sobrevive!®.
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En EI valor desconocido también esta presente el ca-
racter absoluto de la demanda ética para Broch'? La
“mision” es un imperativo ético: atender la demanda
de ayuda. No podemos olvidarnos de nuestra propia
muerte. Las ciencias deductivas no pueden obser-
var al sujeto; sélo ven sus sombras. Hay una falta de
mundo que impide al sujeto de cognicién reconocer-
se como mortal. Por eso, como afirma Susanne, “con
las matematicas no se puede educar a una persona”??,
Hay mas. La tarea ética se superpone a lalégica y epis-
temoldgica.

Broch, el poeta renuente!* (también fisico, matemati-
co y filésofo), recoge en esta novela de enfoque meta-
fisico y estilo lirico su modo de estar en el mundo. Sus
demonios, sus luchas y sus convencimientos. EI valor
desconocido tiene una profundidad envidiable. Mues-
tra su aguda capacidad de percepcién de las “esen-
cias” y de aquello que yace bajo ellas. Es una lectura
necesaria para pensar qué podemos y debemos saber.
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“El cielo estrellado por encima de mi y la ley moralen p»
mi interior”
Kant. Critica de la razén prdctica
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